Metody numeryczne

- -
‘Tv}

= T J o f’
b, r ‘?::” i'(' i ."',, ;
AT

Dr inz. Michat tanczontiee.,
Instytut Elektrotechniki i EIektrQ@ ‘

34

E419, tel. 4293, m.lanczont@pollub.pl, httﬁ”f/fﬁla ézont."iob b




11:20

Plan wyktadu

Rozwigzywanie rownan algebraicznych
hieliniowych:

o metoda Bisekc;ji

metoda Regula Falsi
metoda Siecznych

metoda Newtona-Raphsona

O @G O el

metoda iteracji prostej
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Réwnania nieliniowe
o Pierwiastki rownania nieliniowego

f(x)=0

ha ogot nie mozna wyrazi¢ za pomoca
wzoru analitycznego.

o Rozwigzanie moze zosta¢ wyznaczone
w sposob przyblizony, z zadana
doktadnoscig za pomoca metod
iteracyjnych.
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Rownania nieliniowe

o W przypadku wiekszosci metod konieczne
jest podania pierwszego przyblizenia
rozwigzania x, (w niektorych dwoch pierwszych
Xo i X)

o Zadanie uznawanie jest za zakonczone gdy
uzyskano przyblizenie z zgdang doktadnoscia i
mozna oszacowac biad

o Dla wiekszosci metod mozliwe jest
przyblizenie rozwigzania tylko wtedy gdy
analizowany jest przedziat z jednym
pierwiastkiem
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Metoda Bisekc;ji

o Funkcja rozwigzywana metod3a Bisekc;ji
(potowienia) musi spetniac warunki:
o Ciggta w przedziale domknietym <a,b>
o Na krancach przedziatu funkcja przyjmuje
wartosci o przeciwnych znakach

o Metoda potrafi znalezc tylko jeden
pierwiastek - nawet jesli w zadanym
przedziale jest ich wiecej
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Metoda Bisekc;ji

o Metoda nie korzysta wiasnosci funkc;ji i
jej przebiegu wewnatrz przedziatu,
wytacznie z znaku wartosci na jej koncach

o Metoda wyznacza pierwiastek z zadana
doktadnoscia €



Metoda Bisekcja

Podziat obszaru
obliczen <a,b> na pot

x,=(a+b)/2

&

Sprawadzenie
(;J) 1(x,)<0
Tak —> b=x;

Wyznaczenie f(x,)=?

JJJ'—]—'/ d=NX k

X, jest
pierwiastkiem
rownania
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Przykiad 1
P07 f(x) = In(x + 10) + 0.065x°> — 20x* + 50x

100 -

50 -

-200 4
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Przyktad 1

1

| f(a) f(xo)<0

-200 -



Przyktad 1

11:20

-200

100
f(a) f(x,)<0 -
a=-2
T s e :
-50
-100
-150
f(b)f(x,)>0
10



11:20

i

O

(U 2 = <
ey

—7 .H:HNX
-

A 0<(“x)/(e)

z-=e

-
Il
O

=)
ol

(=]
(p]
i

0>("x)A(a)f

100

11

-200



11:20

(=) o
(=) 1o

0<(x)f(e)f
T-=e

150

Przyktad 1

T

12

0 1

9>()q)f



Przyktad 1

~lc;clear;
function y=fun (x)
y=log(x+10)+

endfunction
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Przyktad 1

Miejsce zerowe jest dla x=5,5009747

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=39,.

Miejsce zerowe jest dla x= 2.72€61638

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=39,.

Miejsce zerowe jest dla x= -0.0451459

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=40.

é 10 12 14 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
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Metoda Regula Falsi

o Nazwa metody pochodzi od ztozenia
dwoch stow tacinskich regula — linia i falsus
— fatszywy i oznacza metode zatozenia
fatszywej liniowosci funkc;ji

o Dziatanie metody wynika z zatozenia ze
kazda funkcje na dostatecznie krotkim
przedziale mozna aproksymowac prosta

15
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Metoda Regula Falsi

o Funkcja rozwigzywana metodg Regula
Falsi musi spetnia¢ warunki:
o Jest funkcjg klasy C2 w przedziale <a,b>

o W punktach a i b funkcja przyjmuje
wartosci o przeciwnych znakach — f(a)f(b)<0

o Pierwsza i druga pochodna funkcji w
przedziale <a,b> maja staty znaki i sg rozne od
0

16
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Metoda Regula Falsi

o Metoda bedzie zbiezna jezeli w
analizowanym przedziale bedzie jedno
rozwigzanie

o Spetnienie warunkow pochodnych
oznacza ze funkcja moze przyjmowac
jedne z ksztattow

17
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' Metoda Regula Falsi

Poprowadzenie

punktamiaib
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f(a)*f(x,)<0 wspotrzednej x;
Tak —> b=x, przeciecia odcinka z
Nie —> a=x, DSig Ox

X, jest
pierwiastkie
m réwnania




Przykta
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50 -
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f(x) = In(x +10) + 0.065x°> — 20x2 + 50x

Zawezone obszary
obliczen

-200 -

a=-1 b=1

a=2 b=3 a=5 b=6

20
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~a-f(b)—b-f(a)
. TP f(a)

Przyktad 2
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Przyktad 2
25 f(a) - f(x,) > 0
a\-i f(a)'f(xo)<0
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Przyktad 2

f(a) - fixp) > 0
== fla) - fix) < 0
15 a=x, |f(x,)]|<e
¥ p 2,2 2,4 2,6 )(1 2,8 3
W _af®-b f@ b=3

f(b) _f(a) 23



Przyktad 2

e e AL

function y=fun (x)

y=log (x+10) +

endfunction
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Przyktad 2

Miejsce zerowe Jjest dla x= 5_5009747

Wyznaczono je z dokiadnoscig e=0.000000001 po n=22.

Miejsce zerowe Jjest dla x= 2.7261638

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=9,

Miejsce zerowe jest dla x= -0.0451459
Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=22.

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22




Przyktad2

e &

a=-2 b=1




Przyktad 2

5.5-
5
4.5
44
3.5-
3
25-
2]
151
1
0.5-

0

-0.5 1
-1

//ffﬂﬁ Miejsce zerowe jest dla x=5.5009747

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=23.

Miejsce zerowe Jjest dla x=2.7261638

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=6.

—

Miejsce zerowe jest dla x=-0.0451459
\\“uh__ Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=34,.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
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Metoda siecznych

o Metoda stanowi rozwiniecie metody
Reguli Falsi

o Kolejne przyblizenia wyznaczane s3
na podstawie wczesniejszych przyblizen

28
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Metoda siecznych

o Za wartosci poczatkowe przyjmuje
sie granice przedziatu obliczen

o Metoda nie wymaga spetnienia
warunku f(a)f(b)<0, jednakze przy jego
hiespetnieniu wyznaczone miejsce
zerowe moze znajdowac sie poza
poczatkowym przedziatem obliczen

29



Metoda siecznych
o Metoda moze nie dawac wyniku
zbieznego jezeli poczatkowe przyblizenie,
definiowane przez granice przedziatu <a,b>,
jest zbyt duze

o Jezeli r6znica pomiedzy kolejnymi
przyblizeniami bedzie podobna do
granicznej doktadnosci e, moze
spowodowac ze kolejne przyblizenie bedzie

btedne, utracona zostanie zbieznos¢
30
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Metoda siecznych

o Konieczne jest wiec dotozenie
dodatkowego warunku sprawdzajgcego czy
X ..-X. jest malejgce, jezeli zacznie rosna¢
nalezy przerwac obliczenia.

31
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i 1

. Metoda siecznych

| 4

I Poprowadzenie odcinka
ax_fq pomiedzy punktami a i
i :

i (S

NIE X, jest

pierwiastkie
m rownania
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Metoda siecznych

o Kolejne przyblizenia wyznaczane s3g na
podstawie ponizszej zaleznosci

o Wartosci poczatkowe x,=b, x, ,=a

fQxg) - (X — Xp—1)

S o )

33
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Przykiad 3
P07 f(x) = In(x + 10) + 0.065x°> — 20x* + 50x

100 -

50 -

a=-2 b=2

34
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Przykiad 3
P07 f(x) = In(x + 10) + 0.065x°> — 20x* + 50x

100 -

-200 -
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Przykiad 3
P07 f(x) = In(x + 10) + 0.065x°> — 20x* + 50x

100 -

36
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Przykiad 3
P07 f(x) = In(x + 10) + 0.065x°> — 20x* + 50x

100 -
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Przykta

100 -

50 -

d3
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f(x) = In(x +10) + 0.065x°> — 20x2 + 50x
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Przyktad 3

x(l)=a;

x(2)=b;
x(i)=x(i-1)- (fun(x(i-1
y(i)=fun(x(i));
while abs(y(i))>e do

1=1+1;
x(i)=x(i-1)-(fun(x(i-1))*(x(i-1)-x(1-2)))/ (fun(x(i-

y(i)=fun(x(1i));

end
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Przyktad 3

Przeprowadzono symulacje dla kilku
wartosci poczatkowych:

1. x,=-2, x,=2
2. X;=1, x,=5
3. x;=3, X,=6

40



Przyktad 3

Miejsce zerowe jest dla x= 2,7261638

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=

po n=

PO n= 10.
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Przyktad 3

o Konieczna jest optymalizacja doboru
punktow startowych

1. x,=-2, x,=—1
2. X;=4, X,=5
o W przypadku funkcji okresowych

mozliwe jest znalezienie miejsc zerowych
poza przedziatem

42



Przyktad 3

Miejsce zerowe jest dla x=5.5009747
Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=12.

Miejsce zerowe jest dla x= -0.0451459

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=9,

10 11 12
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Metoda Newtona-Raphsona

o Metoda okreslana czesto jako metoda
stycznych

o Metoda charakteryzuje sie zbieznoscia
kwadratowg

44
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Metoda Newtona-Raphsona

o Analizowana funkcja musi spetniac
warunki:

o W analizowanym przedziale posiadac tylko
jedno miejsce zerowe

o Posiadac rozne znaki na krancach
analizowanego przedziatu f(a)f(b)<0

o Pierwsza i druga pochodna w
analizowanym przedziale majg staty znak

45
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Metoda Newtona-Raphsona

o Metoda polega na aproksymacji funkciji
prostg styczng do wykresu funkcji w
punkcie P(x,,f(x,))

o Punkt x,,, przeciecia stycznej z osig Ox
jest kolejnym przyblizeniem rozwigzania

46



Metoda Newtona-Raphsona
o Wa2zor rekurencyjny realizujgcy obliczenie
kolejnego przyblizenia rozwigzania wymaga
znajomosci wartosci pierwszej pochodnej w
punkcie stycznosci

o Metoda wymaga podania punktu
startowego x,, wiasciwy jego dobor ma
decydujgce znaczenie dla zbieznosci

L YAWVIEYERIE

47



Okreslenie punktu
startowego —

pierwszego przyblizenia

NI

X Jest
pierwiastkie

\_

X =Xp

m rownania

&

Wyznaczenie
wspotrzednej x,
przeciecia odcinka z

osig Ox

%
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Metoda Newtona-Raphsona

150 -

-200 -

f(x) = In(x +10) + 0.065x°> — 20x2 + 50x

49
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Metoda Newtona-Raphsona
101 f(x) = In(x + 10) + 0.065x> — 20x? + 50x

100 - /
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Metoda Newtona-Raphsona
o Kolejne przyblizenia sg wyznaczanie ze

WZOoru. f (xk )

g I

o Wartosc pierwszej pochodnej moze
zosta¢ wprowadzona jako rownanie, lub
jezeli program obliczeniowy pozwala liczona

w trakcie iteracji 51




Przyktad 4

Pochodna dla analizowanej funkcji:

- 10) -

f(x) =In(x -

WYNOSiI:

- 0.065x° — 20x?2 -

1

af(x) _

dx x+ 10

11:27

- 50x

+ 0.325x* — 40x + 50

52
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Przyktad 4

o Pochodna funkcji mozna wyznaczyc za
pomocy funkcji scilaba y=diff (x) ktora
wyznacza wektor przyrostow dla wektora
wejsciowego X

o Wyznaczenie pochodnej funkcji po czasie
realizuje sie:

df (xy)

dxk

= dif f(f(x))./dif f (x)

53
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Przyktad 4

=
r

function y=f£fun (x)

y= (x+10) + ah
endfunction

function y=fun prim(x)

y=(1/(x+10))+ ’

x™4-

endfunction

o )
HGLDGJNNI—‘NNH!—'

el = =
W W M

x(1)=-2;

=
wn

i1=1+1;

(=]
o

x(1)=x(1-1)-fun(x(1i-1))/fun prim(x(i-1));

N = = =
o W o <

x(1)=x(1-1)-fun(x(1i-1))/fun prim(x(i-1));

]
=

y(i)=fun(x(1));

end 54
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Przyktad 4

o Przeprowadzono symulacje dla
nastepujacych wartosci startowych:

1. x,=-2
2. X,=2
3. X,=4.5

o W przypadku funkcji okresowych
mozliwe wyznaczenie pierwiastkow poza
analizowanym przedziatem

55



Przyktad 4

Miejsce zerowe jest dla x=5.5009747

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=14.

Miejsce zerowe jest dla x=2.7261638

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n= 6.

6 7 8 9

Miejsce zerowe Jjest dla x= -0.0451459

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=7.
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Przyktad 4

Przeprowadzono analize wptywu punktu startowego
na wyznaczenie miejsca zerowego

MW o 0w W Ny = om sy
T e ) Y & 8 8 & 8 8 ¥ &

0.
1.
1.
1.
2.
2.
2.
3.
3.
4.
4.
4.
S.
S.
5.

57



Przyktad 4

Miejsce zerowe wyznaczono dla punktdédw startowych:

column 1 to 10
-2. -1.625 -1.25 -0.875 -0.5 -0.125 0.25 0.625 1.
column 11 to 20
1.75 2.125 2.5 2.875 3.25 3.625 4. 4.375 4.75
column 21 to 22

5.875

Wyznaczono je odpowiednio po n krokach

column 1 to 14
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Metoda iteracji prostej
o Metoda polega na uscislaniu przyblizonej
wartosci pierwiastka.

o Zadanie to realizuje sie poprzez
przeksztatcenie funkcji y=f(x) do postaci x=¢(x)

o Zazwyczaj mozliwe jest wykonanie kilku
postaci takiego przeksztatcenia

o Aby rozwigzanie byto zbiezne w otoczeniu
miejsca zerowego funkcja ¢{x) powinna spetniac¢

warunek
0<| #'(x)]<1

59



11:27

Metoda iteracji prostej

o Kolejne przyblizenia wyznaczone s3 na
podstawie spetniajgcego warunek rownania

X=g@(x)

o Dobodr punktu startowego zalezy od
przebiegu funkcji

60
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Przyktad 5

150 £(x) = In(x + 10) + 0.065x> — 20x? + 50x

100 -

50 -

-200 -
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Przyktad 5

In(x + 10) + 0.065x> — 20x% + 50x = 0
20x% — In(x + 10) — 0.065x°>

Lo(x) = =0
In(x + 10) + 0.065x°> + 50x
2.¢(x) = >0
\
5(20x% — In(x + 10) — 50x
. 0.065
\

5
0.065x°~20x?+50x _ 1 6

4.p(x) =e
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Przyktad 5

o Nalezy policzyc pochodng kazdej funkcji
przeksztatconej

o Sprawdzic ktore z nich spetniajg warunek
w zadanym przedziale obliczen

0<| #(x)] <1

o Lub odlegtos¢ pomiedzy kolejnymi
przyblizeniami powinna byc¢ coraz mniejsza

o | (X )@ (x )<l F(x)-F (%)
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Przyktad 5

1.¢'(x) = — — 0.065x(x3 — 123.077
»'(0) = =55 7 10) S )
, 0.036336(x® + 10x* + 153.846x + 1531.54)
2.¢"(x) =
(x 4+ 10)+/In(x + 10) 4 0.065x(x* + 769.231)
, 0.345499(40x2 + 350x — 501)
3.¢"(x) =

4
(x + 10) (In(x + 10) — 10x(2x — 5))°
4.(p'(x) — (0.325964 — 40x + 50)90.065x5—20x2+50x

64



Przyktad 5 |

11:20

0,8

/ ===miteracyjna pierwsza
- e=miteracyjna druga
I
- 0] e==iteracyjna trzecia
: ——iteracyjna czwarta
e==funkcja
-50
-100
-0,8 -
-1 - L -150




Przyktad 5

o Pierwsza funkcja jest zbiezna tylko dla
pierwszego miejsca zerowego

Miejsce zerowe dla x=-0.0451459.
Wyznaczane po okoto 11 iteracjach.
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Przyktad 5

o Druga funkcja jest zbiezna tylko dla
drugiego miejsca zerowego

Miejsce zerowe dla x=2.7261638.
Wyznaczane po okoto 60 iteracjach.

Nie kazdy punkt startowy gwarantuje
uzyskanie rzeczywistej wartosci przyblizenia.
Czes¢ zwraca wartosci zespolone.

67



Przyktad 5

o Trzecia funkcja jest zbiezna tylko do
trzeciego miejsca zerowego

Miejsce zerowe dla x=5.5009747.
Wyznaczane po okoto 50 iteracjach.

Nie kazdy punkt startowy gwarantuje
uzyskanie rzeczywistej wartosci przyblizenia.
Czes¢ zwraca wartosci zespolone.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60




