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Zakres wykładu
Metody iteracyjne rozwiązywania 

układów równań liniowych:

1) Richardsona

2) Jacobiego

3) Gaussa-Seidela

4) Nadrelaksacji
5) Czebyszewa

6) Gradientowa
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Linsolve
o W środowisku obliczeniowym Scilab dostępna jest 
funkcja rozwiązująca dowolne układy równań liniowych 
zapisanych w postaci równania macierzowego Ax+b=0

o Składnia polecenia:

x=linsolve(A,b);

o Gdzie: parametrami wejściowymi jest macierz A i 
wektor b. Macierz i wektor muszą mieć zgodną liczbę 
kolumn i wierszy. Macierz A jest macierzą kwadratową. 

o Przy powszechnie stosowanym zapisie układu równań 
liniowych Ax=b funkcję wywołuje się:

x=linsolve(A,-b);

o W efekcie działania otrzymujemy wektor wartości 
stanowiących rozwiązanie układu równań.

11:20

3



Oszacowanie błędu
Za pomocą funkcji Scilab’a wyznaczającego normę 

można w prosty sposób oszacować błąd obliczeń 
sprawdzając rozwiązanie równania:

d=norm(A*x-b);

11:20

4



Metody iteracyjne
o W praktyce obliczeniowej pojawiają się 
jednak dosyć często układy równań 
liniowych, których wymiar (macierzy A) 
jest rzędu 103 lub nawet większy. 
o Prawie zawsze macierze wielkich 
układów liniowych nie są macierzami 
pełnymi, ale rzadkimi, tzn. mają niewiele 
elementów niezerowych. 
o Jednym ze sposobów rozwiązywania 
wielkich układów równań jest stosowanie 
metod iteracyjnych.
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Metody iteracyjne
o Metody iteracyjne zwracają przybliżony 
wynik rozwiązania po określonej liczbie 
kroków, lub po osiągnięciu żądanej 
dokładności

o W metodach iteracyjnych dochodzi się 
wyznaczając kolejne przybliżenia 
rozwiązania.

o Wymagane jest więc przyjęcie wartości 
początkowych obliczeń,

11:25

6



Metody iteracyjne

o Określenie e jako warunku zbieżności 
uzyskanego rozwiązania (określana jest 
graniczna różnica pomiędzy kolejnymi 
przybliżeniami rozwiązania)

o Jeżeli oczekiwana dokładność e nie jest 
zbyt duża można bardzo szybko dojść do 
rozwiązania.

11:25

7



Metody iteracyjne
Znalezienie rozwiązania układu równań 

liniowych opisanych równaniem macierzowym:

Ax=b

sprowadza się do przekształcenia powyższego 
równania do postaci:

x*=Bx+c

gdzie sposób wyznaczenia macierzy B i wektora c
jest uzależniony od zastosowanej metody. 

Warunkiem wystarczającym zbieżności 
metody iteracyjnej jest aby dowolna norma 
macierzy B była mniejsza od jedności.

11:25

8



Ogólna metoda iteracyjna 
o Dla ustalonej macierzy Q równanie 
Ax=b można zapisać w postaci iteracyjnej:

x(k)=(I-Q-1A)x(k-1)+Q-1b, dla k1

o Wektor początkowy x(0) może być 
dowolny, ale wskazane jest ustawienie 
wartości przewidywanych

o Metoda iteracyjna jest zbieżna, jeżeli 
ciąg {x(k)} jest zbieżny do x dla dowolnego 
wektora startowego x(0)
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Ogólna metoda iteracyjna
Macierz Q powinna spełniać więc 

następujące warunki:

1. Obliczanie przybliżeń x(k) powinno być  
matematycznie łatwe

2. Ciąg {x(k)} powinien być szybko zbieżny

Warunek będzie spełniony w sytuacji gdy 
macierz Q-1 jest dobrym przybliżeniem 
macierzy A-1

Aby istniało rozwiązanie macierze A i Q
muszą być nieosobliwe.
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Metoda iteracyjna
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Dla tak wyznaczonej macierzy B, rozwiązanie 
iteracyjne może nie być zbieżne.

1.



Metody skończone
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Metoda iteracyjna
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Dla tak wyznaczonej macierzy B, rozwiązanie 
iteracyjne może nie być zbieżne.

2.



Metody iteracyjne 11:25

14

Dla tak wyznaczonej macierzy B, rozwiązanie iteracyjne
będzie zbieżne.

3.



Metody iteracyjne 11:25
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1.

2.

3.



Metoda Richardsona
W metodzie Richardsona za macierz Q

przyjmuje się macierz jednostkową

Równanie iteracyjne przyjmuje postać:

x(k)=(I-A)x(k-1)+b

x(k)=x(k-1)+r(k-1)

gdzie r(k-1)=b-Ax(k-1)

Warunkiem zbieżności rozwiązania jest 
spełnienie nierówności ||I-A||<1
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Algorytm metody Richardsona
Dane wejściowe x(0), A, b, n – liczba 

niewiadomych, M – liczba iteracji
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Przykład 1
Metodą Richardsona rozwiązać układ 

równań liniowych.
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Przykład 1
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1.



Przykład 1
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2.



Przykład 1
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Metoda Jacobiego
W pierwszym kroku zastępuje się 

macierz A układem równoważnym w 
postaci L + D + U

Gdzie L jest macierzą trójkątną dolną, 
D – macierzą diagonalną, a U macierzą 
trójkątną górną.

Układ równań w postaci Ax=b można 
więc zapisać jako:

(L+D+U)x=b
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Metoda Jacobiego
Układ równań (L+D+U)x=b można 

przekształcić do postaci:

Dx*=-(L+U)x+b

Jeżeli macierz D jest nieosobliwa 
możemy układ równań zapisać jako:

x*=-D-1(L+U)x+D-1b → Bx+c

Istotne jest więc takie przekształcenie 
macierzy A (działaniami elementarnymi) 
aby na przekątnej nie było wyrazów 0.
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Metoda Jacobiego
Równanie macierzowe można zapisać 

w postaci iteracyjnej:

Dx(i+1)=-(L+U)x(i)+b

otrzymujemy:

w efekcie końcowy dochodzimy do:
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Algorytm metody Jacobiego
Dane wejściowe x(0), A, b, n – liczba 

niewiadomych, M – liczba iteracji
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Przykład 2 11:25
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Metodą Jacobiego rozwiązać układ 
równań liniowych.
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Przykład 2
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Przykład 2
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Metoda Jacobiego - zbieżność

Rozwiązanie danego równania 
Ax=b metodą Jacobiego jest 
zbieżne jeżeli macierz A jest 
nieredukowalna i diagonalnie 
dominująca.
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Metoda Jacobiego
Macierz A jest nieredukowalna, jeżeli 

poprzez przestawienie wierszy
i kolumn nie można jej sprowadzić do 
postaci blokowej górnej trójkątnej.

Macierz A o wymiarze n x n nazywamy 
diagonalnie dominującą, jeśli
dla i=1,2,...,n zachodzi nierówność:
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Metoda Gaussa-Seidela
Jest modyfikacją metody Jacobiego.

Wychodząc z równania:

x*=(L+D+U)x+b,

można zależność tą zapisać w postaci:

(L+D)x(i+1)=Ux(i)+b,

a stąd:

x(i+1)=-(L+D)-1Ux(i)+(L+D)-1b

x(i+1)=Bx(i)+c

Aby macierz B było dobrze określona aii≠0
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Metoda Gaussa-Seidela

Ciąg rozwiązań można zapisać:

Dx(i+1)=-Lx(i+1)-Ux(i)+b
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Metoda Gaussa-Seidela
Iteracyjną postać wyznaczania 

poszczególnych przybliżeń rozwiązania 
układu równań liniowych można po 
przekształceniach zapisać:
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Algorytm metody Gaussa-Seidela
Dane wejściowe x(0), A, b, n – liczba 

niewiadomych, M – liczba iteracji
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Przykład 3
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Metodą Gaussa-Seidela rozwiązać układ 
równań liniowych.



Przykład 3
11:25

38
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2.
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Metoda nadrelaksacji

o Jest to zmodyfikowana metoda 
Gaussa-Seidela.

o Zakłada ona przyśpieszenie zbieżności 
osiągnięcia rozwiązania.

o Realizuje się to poprzez przemnożenie 
poprawki obliczeniowej przez 
odpowiednio dobraną liczbę w.
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Metoda nadrelaksacji

o Dla w = 1 metodę nadrelaksacji określa 
się mianem SOR - Successive Over
Relaxation.

o Zwiększając w można przyśpieszyć 
osiągnięcie zbieżności. Dopuszczalne 
wartości są z zakresu (0,2) .

o Dla innych wartości w metoda może 
nie być zbieżna.
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Metoda nadrelaksacji
Wychodząc z równania analogicznego 

do metody Gaussa-Seidela:

w(L+U+D)x=wb

Dx*=Dx*-w[(L+D+U)x-b]

(D+wL)x(i+1)=(1-w)Dx(i)-wUx(i)+wb

Dx(i+1)=(1-w)Dx(i+1)-w(Lx(i)+Ux(i)-b)
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Metoda nadrelaksacji
W efekcie można zapisać:

x(i+1)=Bwx
(i)+c

gdzie:

Bw=(D+wL)
-1((1-w)D-wU)

c=w(D+wL)-1b
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Metoda nadrelaksacji
Iteracyjnie równanie można zapisać:
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Przykład 4
Metodą nadrelaksacji rozwiązać układ 

równań.
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Przykład 4
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1.  w=0.6;1;1.5

w=1.6



Przykład 4
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2. w=0.6;1;1.2

w=1.6



Przykład 4
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3. w=0.6;1;1.6

w=1.8



Wpływ w na zbieżność
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w=[0.1,0.4,0.8,0.95,1,1.05,1.2,1.3,1.4];

Założona dokładność e=10-10A
została osiągnięta dla:

o w=0.8 przy k=57
o w=0.95 przy k=48
o w=1 przy k=46
o w=1.05 przy k=57
o w=1.2 przy k=75
o w=1.3 przy k=76

2. 



Wpływ w na zbieżność
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w=[0.1,0.3,0.5,0.7,0.9,1.1,1.3,1.5,1.62];

Założona dokładność e=10-10A
została osiągnięta dla:
o w=0.7 przy k=49
o w=0.9 przy k=30
o w=1.1 przy k=18
o w=1.3 przy k=33

3. 



Przykład 5
Z zastosowaniem poznanych metod obliczyć wartości 

prądów oczkowych w zadanym obwodzie. 

E=100V, R=10W
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Przykład 5
W oparciu o zasady metody oczkowej można zapisać

równania opisujące obwód.
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1. 4RI1-RI2=E
2. 4RI2-RI1-RI3=0
3. 4RI3-RI4-RI11=0
4. 4RI4-RI3-RI5-RI12=0
5. 4RI5-RI4-RI6-RI13=0
6. 4RI6-RI5-RI7-RI14=0
7. 4RI7-RI6-RI8-RI15=0
8. 4RI8-RI7-RI9-RI16=0
9. 4RI9-RI8-RI10-RI17=0
10. 4RI10-RI9-RI11-RI18=0
11. 4RI11-RI3-RI12=0
12. 4RI12-RI11-RI13-RI4-RI19=0
13. 4RI13-RI12-RI14-RI5-RI20=0
14. 4RI14-RI13-RI15-RI6-RI21=0

15. 4RI15-RI14-RI16-RI7-RI22=0
16. 4RI16-RI15-RI17-RI8-RI23=0
17. 4RI17-RI16-RI18-RI9-RI24=0
18. 4RI18-RI17-RI10-RI25=0
19. 4RI19-RI20-RI12=0
20. 4RI20-RI19-RI21-RI13=0
21. 4RI21-RI20-RI22-RI14=0
22. 4RI22-RI21-RI23-RI15=0
23. 4RI23-RI22-RI24-RI16=0
24. 4RI24-RI23-RI25-RI17=0
25. 4RI25-RI24-RI26-RI18=0
26. 4RI26-RI25-RI27=0
27. 4RI27-RI26=-E

Na podstawie pokazanych równań można utworzyć 
układ równań macierzowych Ax=b. 



Przykład 5
Na podstawie pokazanych równań można utworzyć 

układ równań macierzowych Ax=b. 
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Przykład 5
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Przykład 5
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Linsolve -

Metoda Jacobiego -

Metoda Richardsona -

Metoda Gaussa-Seidela-

Metoda nadrelaksacji -

w=1.1

Norm(Ax-b)|(xw-x)/xw|

M=15          M=150
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Linsolve(A,-b)         Metoda Jacobiego         Metoda Gaussa-Seidela Metoda nadrelaksacji


