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Zakres wyktadu

Metody iteracyjne rozwigzywania
uktadow rownan liniowych:

1) Richardsona

2) Jacobiego

3) Gaussa-Seidela
4) Nadrelaksacji

5) Czebyszewa
6) Gradientowa
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Linsolve

o W srodowisku obliczeniowym Scilab dostepna jest
funkcja rozwiagzujgca dowolne uktady rownan liniowych
zapisanych w postaci rownania macierzowego Ax+b=0

o Sktadnia polecenia:
x=linsolve (A,Db) ;
o Gdzie: parametrami wejsciowymi jest macierz A i

wektor b. Macierz i wektor muszg miec zgodng liczbe
kolumn i wierszy. Macierz A jest macierzg kwadratows.

o Przy powszechnie stosowanym zapisie uktfadu rownan
liniowych Ax=b funkcje wywotuje sie:

x=linsolwve (A, -b) ;
o W efekcie dziatania otrzymujemy wektor wartosci
stanowiacych rozwigzanie uktadu rownan.



W O <] M U b w N =

11:20

Oszacowanie btedu

Za pomoca funkciji Scilab’a wyznaczajgcego norme
mozna w prosty sposob oszacowac btad obliczen
sprawdzajac rozwigzanie rownania:

d=norm (A*x-b) ;

,—-%,6,10;3,-13,9,3;-6,4,1,-18]; Biad obliczen ukladu nr 1
1.018D-15
Biad obliczen ukladu nr 2

1.137D-14

Biad obliczen ukladu nr 3

3.353D-15 4
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Metody iteracyjne

o W praktyce obliczeniowej pojawiaj3 sie
jednak dosyc czesto uktady rownan
liniowych, ktorych wymiar (macierzy A)
jest rzedu 103 lub nawet wiekszy.

o Prawie zawsze macierze wielkich
uktadow liniowych nie sg macierzami
petnymi, ale rzadkimi, tzn. maja niewiele
elementow niezerowych.

o Jednym ze sposobow rozwigzywania
wielkich uktadow rownan jest stosowanie
metod iteracyjnych.

5
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Metody iteracyjne

o Metody iteracyjne zwracajg przyblizony
wyhnik rozwigzania po okreslonej liczbie
krokow, lub po osiagnieciu zagdanej
doktadnosci

o W metodach iteracyjnych dochodzi sie
wyznaczajjc kolejne przyblizenia
rozwigzania.

o Wymagane jest wiec przyjecie wartosci
poczatkowych obliczen,
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Metody iteracyjne

o Okreslenie € jako warunku zbieznosci
uzyskanego rozwigzania (okreslana jest
graniczna roznica pomiedzy kolejnymi
przyblizeniami rozwigzania)

o Jezeli oczekiwana doktadnosc € nie jest
zbyt duza mozna bardzo szybko dojs¢ do
rozwigzania.
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Metody iteracyjne

Znalezienie rozwigzania uktadu rownan
liniowych opisanych rownaniem macierzowym:
Ax=Db
sprowadza sie do przeksztatcenia powyzszego
rownania do postaci:
x*=Bx+c
gdzie sposob wyznaczenia macierzy B i wektora c
jest uzalezniony od zastosowanej metody.

Warunkiem wystarczajgcym zbieznosci
metody iteracyjnej jest aby dowolna norma
macierzy B byta mniejsza od jednosci.



Ogdlna metoda iteracyjna

o Dla ustalonej macierzy Q rownanie

Ax=b mozna zapisa¢ w postaci iteracyjnej:
x(K)=(I-071a) x k-1 +01b, dla k>1

o Wektor poczatkowy x!°) moze by¢

dowolny, ale wskazane jest ustawienie
wartosci przewidywanych

o Metoda iteracyjna jest zbiezna, jezeli
ciag {x¥} jest zbiezny do x dla dowolnego
wektora startowego x!? .
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Ogolna metoda iteracyjna
Macierz Q powinna spetniac wiec
nastepujgce warunki:
1. Obliczanie przyblizen x¥) powinno by¢
matematycznie tatwe
2. Ciag {xK} powinien byc szybko zbiezny
Warunek bedzie spetniony w sytuacji gdy
macierz Q! jest dobrym przyblizeniem
macierzy A1
Aby istniato rozwigzanie macierze Ai Q

musz3 by¢ nieosobliwe.
10
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Metoda |teracyjna

S

6

Xy =

12x; — 8xp + 623 + 10x, = 34 _ Y2 = g

3x; — 13x, + 9x3 + 3x, = 27 ' 27 —3x, + 13x, — 3x,

—6xy + 4x, + x5 — 18x, = —34 BE g
=34+ 6x; —4x, — x5

—18

o

IB|l, = 2.25
IBll, = 2.27
”B”DD - L-J

Mo W

X = Bx+c,gdzie: B=

Wl Wl e~

Dla tak wyznaczonej macierzy B, rozwigzanie
iteracyjne moze nie byc zbiezne. 1



Metody skonczone

6 —2 2 4
0 -4 2 2|
0 0 2 -5
0 0 0 =3
12—-(4-1+42--2-2--3)
X, = ‘ =
10-(2-14+2--2)

—4
—9—(=5-1)

1

= -3

—2




Metoda iteracyjna

1 0.5 =05 1171
025 08 -=05 0.25
05 =05 08 0.75
L 0.2 0.75 -0.5 1 1L

( x; =1-(0.5x, — 0.5x5 + x,)
X; +0.5x, —05x;+x, =1 2 —(0.25x; — 0.5x3 + 0.25x,)
0.25x; +0.8), —0.53 +025x, =2 X2 = 08
0.5x; —0.5x, + 0.8x3 — 0.75x, = —2 —2 — (0.5x; — 0.5x, — 0.75x,)
0.2x, + 0.75x, — 0.5x5 + x, = —1 X3 = 08
\x, = —1—(0.2x4 + 0.75x, — 0.5x3)

0 —-05 05 —1 L1 B, = 2.25
—-0.3125 0 0.625 —0.3125] . L2501 g, = 1.78
—-0.625 0.625 0  0.9375 —2.5 '||B||2 — 219

02 075 05 0 L 1] e

X =Bx+c,gdzieB =

Dla tak wyznaczonej macierzy B, rozwigzanie
iteracyjne moze nie byc zbiezne.




Metody iteracyjne

2—02x, —x3 —0.5x4
X = >
2x1 +0.2x5 +x3+ 0.5x4 =2 6—2x1 — X3+ x4
2X1+ 6xo+ X3 — x4, =6 X2 = 6
0.5x; —x, +3x3 — 0.2x, = =3 —3—=0.5x; + x5 +0.2x4
3x1 — 2x5 +x3+8x4 = —1 - 3
—1—3x; +2x, — x3

IBll; = 0.875
x = Bx + c,gdzie: B = , — ||Bll, = 0.658
|1B]lc = 0.85

Dla tak wyznaczonej macierzy B, rozwigzanie iteracyjne
bedzie zbiezne. =




for k=2:M . 1.913p+09
for i=1:n s -4 ,059D+09

for j=1:n «|  3.923D+09
x(i,k)=x(i,k)+B(i,3)*x(j,k-1) 4 1.009D+09

end 1
x(i,k)=x(i, k) +c(i); et I

end

1.60T70676 --> linsolve (A, -b)
0.5743631 -

-1.1061088 —— 1.6070676 12.704428
-0.4457958 .5743631 1 —81.47835

.1061099 1 -193.73833
.4457958 | -142.60733 /

1 -—> linsolve (A, -b)
h ans

] 3.4032634

] 2.8904429

{  0.5361305

] -3.5804196
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Metoda Richardsona
W metodzie Richardsona za macierz Q
przyjmuje sie macierz jednostkowa
Rownanie iteracyjne przyjmuje postac:
x K =(I-A)x*1+b
3¢ (k) =3¢ (k-1) 4 4 (k-1)
gdzie r *"1) =p-Ax (k-1)

Warunkiem zbieznosci rozwigzania jest

spetnienie nierownosci | |I-A] | <1
16
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Algorytm metody Richardsona

Dane wejsciowe x!9, A, b, n — liczba
hiewiadomych, M - liczba iterac;ji

fork=1toM
fori=1ton
n
TieD; — Z AijXi-1
=

fori=1ton
Xi a8 T 17



Przyktad 1

Metoda Richardsona rozwigzac uktad
rownan liniowych.

W O - & b W N

n
c=c+A(1,3)*x(],k);
o 11 |for i=1:M

for j=1:n r(i)=b (i) -c; ] Xx=(I-A) *xm+b;
c=c+A(i,]J) *x(j,k);

for i=l:n

end end ’
r(i)=b(i)-c; for i1i=1:n
end;

x(1,kt

for i=1l:n
x(i,k+l)=x(i,k)+xr(i);

end




Przyktad 1

4.103D+50
1.241D+51
.758D+50
.371D+51

--> linsolve (A, -b)




Przyktad 1

.4032637
.8904423
.5361324
.5804201

-—> linsolve (A, -b)

3.4032634
2.8904429
0.5361305
-3.580419¢6




Przyktad 1

-2.219D+33

9.74€D+33
—-7.415D+32
—-3.269D+34

<<

——> linsolve (A, -b)

.6070¢€7¢6
.5743631
.1061099
.4457958
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Metoda Jacobiego

W pierwszym kroku zastepuje sie
macierz A uktadem rownowaznym w
postaciL+D + U

Gdzie L jest macierzg trojkatna dolng,
D — macierzg diagonalng, a U macierza
trojkatng gorna.

Uktad rownan w postaci Ax=b mozna
wiec zapisac jako:

(L+D+U) x=b ’
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Metoda Jacobiego
Uktad rownan (L+D+U)x=b moina
przeksztatcic do postaci:
Dx*=- (L+U) x+b
Jezeli macierz D jest nieosobliwa
mozemy uktad rownan zapisac jako:

x*=-D! (L+U)x+D'b . Bx+c
Istotne jest wiec takie przeksztatcenie

macierzy A (dziataniami elementarnymi)
aby na przekatnej nie byto wyrazéw 0. 2
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Metoda Jacobiego

Réwnanie macierzowe mozna zapisac
W postaci iteracyjnej:
Dx (i+l)=- (L4+U) x(*) +b

otrzymujemy:

)+bk,dlak—12

w efekcie koncowy dochodzimy do:

(i)
(i+1) Z(} =1,j=k) Ak jXj + by,

X, - = dlak=1,2,. N agr 0
| Akk
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Algorytm metody Jacobiego

Dane wejsciowe x!9, A, b, n — liczba
hiewiadomych, M - liczba iterac;ji

fork=1toM
fori=1ton
[ o —SIREGH A
if j = ithen continue o]
2= 7% Ed) . a;i
Epre ol ai; J=1(j#1) i

X; = by — z;

25



Przyktad 2

Metoda Jacobiego rozwigzac uktad
rnar'l liniowych.

for k=2:M
for-1=1:n

z=0;

1
2
3
4
=
6
7
8
9

for j=1:n

if j==i then

[ - j: n :‘:.’.i‘..‘,«‘;
if j==i then end

~ontinue; z=z+(A(1,])*x(3,k-1));
end

end

z=z+(A(1i,3)*x(j,k-1));
end x(l,k):(b(l)-Z)/A(l,l),‘
x(i,k)=(b(i)-z)/A(i,1);

end




Przyktad 2

1
2
3
-
S
6
5
8
9

=
o

*(L+0U) *xXm+D"—1*b;

ol o I
B W N




Przyktad 2

b

12.
34.
27.
-38.

T
120

T
140

T
160

T
180

1
200

.018D+45
.170D+45
2.144D+45
.170D+44




.4048085

Przyktad 2 5360935

.5793304

--> linsolve (A, -b)

.4032634
.8904429
.5361305
.580419¢6




Przyktad 2

100

T
120

T
140

T
160

T
120

1
200

.6070¢676
.5743631
.10€1099
.44577958

.6070¢676
.0743631
.1061099
.44577958
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Metoda Jacobiego - zbieznosc

Rozwigzanie danego rownania
Ax=b metod3 Jacobiego jest
zbiezne jezeli macierz A jest
nieredukowalna i diagonalnie
dominuj3aca.

31
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Metoda Jacobiego

Macierz A jest nieredukowalna, jezeli
poprzez przestawienie wierszy
i kolumn nie mozna jej sprowadzic do
postaci blokowej gornej trojkatne;.

Macierz A o wymiarze n X n hazywamy
diagonalnie dominujaca, jesli
dla i=1,2,...,n zachodzi nierownosc¢:

j=1G=i) 32
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Metoda Gaussa-Seidela
Jest modyfikacja metody Jacobiego.
Wychodzac z rownania:
x*= (L+D+U) x+b,
mozna zaleznosc tg zapisa¢ w postaci:
(L+D) x(**1)=Ux (1) +b,
a stad:
x (ttl)=— (L+D) 'Ux*)+ (L+D) ~'b
x (1t =Bx (1) +¢

Aby macierz B byto dobrze okreslona a,#0;
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Metoda Gaussa-Seidela

Cigg rozwigzan mozna zapisac:
Dx (i+1)=-Lx (i+1) -Ux (1) +b

1+1 1+1 [
all 0 alZ a..13 xl by
1+1 1+1
(122 - (121 a2 xz + | D2
l-l-l a l+l b

1+1

a1 Xq a12x2 — aldx + by

Apx5 = —ap X1+ = ay3xh + by

A33xit = —ag Xt — a, x5t + by

9 0D

34



Metoda Gaussa-Seidela
Iteracyjng postac wyznaczania
poszczegolnych przyblizen rozwigzania
uktadu rownan liniowych mozna po
przeksztatceniach zapisac:

| n
E k+1 E k
=Y . aux]( ) s " aux]( ) -+ bi
x'(k+1) =) J=1 j=i+1

l
all

gdziei =1,2,..,n

35
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Algorytm metody Gaussa-Seidela

Dane wejsciowe x!9, A, b, n — liczba

hiewiadomych, M - liczba iterac;ji
fork=1toM
fori=1ton
forj=1to(i—1)
U; = U; S ain-(k)
forj=((+1)ton

k—1
Vi = V; + a,;jxj( )

b. —u. — v.
(k) el 1 i
xi —

all 36
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Przyktad 3

Metodg Gaussa-Seidela rozwigzac uktad
rownan liniowych.

x= (- (L+D) ~-1) *U*xm+ ( (L+D) ~-1) *b;

XmM=X;

|~j:> n
if 3>=1i then continue;

a=a+A((1i,3)*%2(5,Xk);

for j=1:n
if j<=i then continue;

v=v+A(1i,J) *=x(j,k-1);

x(i, k)=(b(i)-v—u)/A(i,1);

end

end




.9999976
.9999948
.9999925
.0000024




Przyktad 3

.4032¢634
.8904429
.5361305
.580419¢6

.4032634
.8904429
.5361305
.580419¢6




Przyktad 3

.6070676
.5743631
.1061099
.44577958

.6070676
.5743631
.1061099
.44577958
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Metoda nadrelaksacji

o Jest to zmodyfikowana metoda
Gaussa-Seidela.

o Zaktada ona przyspieszenie zbieznosci
osiggniecia rozwigzania.

o Realizuje sie to poprzez przemnozenie
poprawki obliczeniowej przez
odpowiednio dobrang liczbe .

41
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Metoda nadrelaksacji

o Dla ® = 1 metode nadrelaksacji okresla
sie mianem SOR - Successive Over
Relaxation.

o Zwiekszajgc ® mozna przyspieszyc
osiggniecie zbieznosci. Dopuszczalne
wartosci sg z zakresu (0,2) .

o Dla innych wartosci ® metoda moze
hie byc¢ zbiezna.

42
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Metoda nadrelaksacji

Wychodzac z rownania analogicznego
do metody Gaussa-Seidela:

® (L+U+D) x=mwb
Dx"=Dx"-o[ (L+D+U) x-b]

(D+oL) x (1t =(1-@)Dx (1) -@Ux () +eb

Dx (i*1)= (1-@) Dx (i*1) —@ (Lx *) +Ux () -b)

43
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Metoda nadrelaksacji
W efekcie mozna zapisac:

x{1tl) =R SRIEEC
gdzie:
B = (D+0L) ! ( (1-o)D-wU)
c=o (D+wL) b

44



11:25

Metoda nadrelaksacji
Iteracyjnie rownanie mozna zapisac:

(k+1) _ (k)

all L (1 (U)a”x

n
E (k+1) E 9
+ w| — aijxj Ty . aijxj -+ bi
. j=i+1

45



Przyktad 4

Metoda nadrelaksacji rozwigzac uktad
rownan.

17|for k=1:M
n 18 x=((D+w*L) *=1) * ((1-w) *D-w*U) *xm+w* ( (D+w*L) *-1) *b;
u=0; 119 XM=X;
v=0;
or j=1:n
if §>=1i then continue;
u=u+A(i,j)*x(j, k);

j=1:n
if j<=i then continue;

v=0+A({1,])*x(].k-1);

~w)*A(3,3)*x (i, k1) tw* (B(1)—v—w) ) /A(i,3);




Przyktad 4

1. ©=0.6;1;1.5 .9859471
.968¢6063
.95536e79

:“‘ Ty .0139561
hn..




Przyktad 4

2. ©=0.6;1;1.2 .4031235
2.8905418
.536034
.5805771

.4032634
2.8904429
0.5361305

.080419¢6




Przyktad 4

.6060323
.5735971
.107133

.4441763

.6070676
.2743631
.1061099
.4457958




Wptyw @ na zbieznos¢
®»=[0.1,0.4,0.8,0.95,1,1.05, " .~,1.3,1.4);

Zatozona doktadnos¢ €=10"19A
N A AR AR AR AR A o g 205020 OSiRERIGEa dla
VYVVV IV Y VAT VA N
®=0.8 przy k=57
®=0.95 przy k=48
®=1 przy k=46
®=1.05 przy k=57
®=1.2 przy k=75
®=1.3 przy k=76




Wpltyw ® na zbieznosc
®=[0.1,0.3,0.5,0.7,0.9,1.1," ~,1.5,1.62]; >

AN NN
N

Zatozona doktadnos$é e=1019A

zostata osiggnieta dla:

o =0.7 przy k=49

o ®=0.9 przy k=30

o ®=1.1przy k=18
o =1.3 przy k=33
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Przyktad 5

Z zastosowaniem poznanych metod obliczy¢ wartosci
pradow oczkowych w zadanym obwodzie.

E=100V, R=10Q2

52



Przyktad 5

11:25

W oparciu o zasady metody oczkowej mozna zapisac

rownania opisujgce obwod.

4RI,-RI,=E
4RI,-RI,-RI,=0
4RI,-RI,-RI,,=0
4RI,-RI.-RI.-RI,,=0
4RI.-RI,-RI.-RI,,=0
4RI -RI.-RI.-RI,,=0
4RI.-RI,-RI,-RI,.=0
4RI -RI,-RI,-RI,.=0
4RI, -RI,-RI,,~RI, =0
. 4RI,,-RI,-RI,,-RI, =0
. 4RI,,-RI,-RI,,=0
. 4RI,,-RI;,-RI,,-RI,-RI,,=0
. 4RI,,-RI ,-RI,,-RI.-RI, =0
. 4RI,,-RI ,-RI,.-RI,-RI,,=0

voodonUulbdWMNH

RRPRR
WNhRrRO.

=
(1~

158
16.
e
18.
19.
20.
21.
22.
239
24 .
255
26.
27 .

4RI, -RI,,-RI, ~RI,-RI,,=0
4RI, -RI,.-RI,;,~RI;-RI,,=0
4RI, -RI,,-RI,;-RI,-RI,,=0
4RI, -RI,,-RI;,~RI,.=0
4RI, -RI,,-RI;,=0

4RI, -RI,,-RI,;-RI, =0
4RI,,-RI,,-RI,,-RI,,=0
4RI,,-RI,,-RI,,~RI,.=0
4RI,,-RI,,-RI,,-RI,.=0
4RI,,-RI,,-RI,.~RI, =0
4RI, -RI,,-RI,.~RI, =0
4RI, -RI,.-RI, =0

4RI, -RI,.=-E

Na podstawie pokazanych rownan mozna utworzy¢
uktad rdwnan macierzowych Ax=b. E



:25

11

Przyktad 5

¢

tworzy

v 4

ownan mozna u

V 4

Na podstawie pokazanych r

=b.

ierzowych Ax

v 4

I 4

ownan mac

uktad r

54



) then A(i,j)=-R; A(j,i)=-R; end

) then A(i,j)=-R; A(j,1)=-R; end




Przyktad 5

Linsolve
Metoda Jacobiego
Metoda Richardsona

Metoda Gaussa-Seidela

| (XW-X)/XW |

.680397
.834D+15
2.6809442

2.680840¢

Norm(Ax-b)

5.517D-14

0.1266034

2.644D+2¢6

0.01575¢6¢

0.0060585

M=15

5.517D-14

2.966D-13

1.470D-14

1.470D-14
M=150

.6809€5¢6
0.7238622
.2144834
.07004%¢
0.024110%
.0065613
0.0030362
.0115605
0.0203644
.0230352
0.0€640219
.0416041
0.0198326
.0051707
.0071459%
.0228411
0.0468621
0717763
0.0125122
0084445
0.0014347
.0078768
0.0257961
07246865
0.2172079
. 7245888
.6811472




Przyktad 5 ol

Linsolve(A,-b) Metoda Jacobiego Metoda Gaussa-Seidela Metoda nadrelaksacji

8]
i

=]

[ ]
(8]
S o = b D

= LD
s L

0.00011&2 2. 62809824 1 0.0000168 .6809821 0.0000165

78 2239243 | 00000625 0.7239105 l§ 0.0000483

4 »146797 | 0.0001962 2146063 | 0.0001228

0.0003745 0702428 |§ 0.0001932

0.0010196 0.0246382 | 0.0005273 0243374 § 0.0002265
. .00&7805

.00e5el3 0.0002¢€11 0.0071&: 0.0006026
0.0030362 0.000454¢8 -0.002 0.000578&1 0028542 0.000182
.0114302 0.0001303

.0115605 543 0.00180e1 -0.0110937 § 0.00046€7
0.0203644 0190e42 0.0013002 -0.0200585 ] 0.00030¢ 0202869 0.0000775
.0230352 .0218253 0.001209%9 -0.02289¢6 0230025 0.0000327
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