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Rownanie rozniczkowe

Wiele zjawisk fizycznych okreslanych jako
dynamiczne:

O ruch,
o rozktad sit,

o stany nieustalone w obwodach
elektrycznych,
opisane sg rownaniami rozniczkowymi.
Rozwigzanie takich problemow w sposob
analityczny czesto jest bardzo trudne i

czasochtonne. Z tego powodu poszukujac
rozwigzania korzysta sie z metod przyblizonych.
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Rownania rozniczkowe

Rozwigzanie uktadu rownan rozniczkowych
sprowadza sie do znalezienia funkcji y.=y. (x),

i=1,2

,...,m spetniajgcych w zadanym przedziale

<x,,b> zadanych ukfad rownan rozniczkowych.

.

(dy :
—= = f(0,Y1 0 V)
dy, i
=== f (X, Y1, s Vi)
dy ,
- =YL Ym)

Z warunkiem brzegowym:y;(xy) = vio, i = 1,2,....m

4
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Rownania rozniczkowe

Dla m=1 uktad rownan sprowadza sie
do najprostszej postacie, rownania
rozniczkowego pierwszego rzedu jednej
Zzmienne)j.

dy=" % -
g fy), y(xo) = Yo
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Rownania rozniczkowe

Do dalszych rozwazan konieczne jest przyjecie
nastepujacych zatozen:
o Funkcja £(x,y) jest cigglta w przedziale
Xo<X<b, -co<y<+oo
o Funkcja £ (x,y) na okreslonym przedziale
spetnia warunek Lipschitza

Istnieje skonczona liczba L (stata Lipschitza) taka ze
dla kazdego xe<x,,b>idowolnychy, i y, spetniona

jest zaleznos¢

/i, y1) — fiCe, vl < Ly, — ysl
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Rownania rozniczkowe

Réwnania rozniczkowe wyzszych rzedow zazwyczaj
mozna sprowadzic¢ do uktadu rownan rozniczkowych |
rzedu.

w2y gy ;
Tz T gy Y~ Je(x)

d*y dy dy dy
T2 f(x,y,a) % f(%)ﬂa) colr) — i & — )
N dy dy,
Przyjmujaci y: =y, ==
otrzymujemy ukfad rownan | rzedu:
(dy,
e Y2
| ay,
——==cos(x) =y, + (¥ —¥1)

\ dx 7
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Rownania rozniczkowe

Rozwigzanie numeryczne rownania
rozniczkowego metodami jednokrokowymi
wymaga zdefiniowania warunkow
brzegowych, a wiec podania wartosci
poczatkowych x; i y,.

Wyznaczane sg kolejne wartosci x. i
y, uzyskujac tabele kolejnych wartosci
funkcji stanowigcej rozwigzanie rownania

rozniczkowego. i
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Rownania rozniczkowe

Stosujgc metody interpolacyjne i
aproksymacyjne mozna okreslic rownanie
poszukiwanej funkcji oraz wykreslic jej
przyblizony przebieg w zadanym przedziale
obliczen.

Stosujgc rownanie Taylora mozna w
sposob  przyblizony rozwigza¢ rownanie
rozniczkowe.
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Wzor Taylora

o Analizowane rownanie musi posiada¢
pochodne czgstkowe wyzszych rzedow.

o Obliczenia wykonywane s3 dla
okreslonego statego kroku obliczen Ax

o Im wyzszy stopien przyblizenia bedzie
rozpatrywany tym wyzszego rzedu
pochodna rownania trzeba bedzie
wyznhaczyc.

10
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Wzor Taylora

Postac ogolna wzoru Taylora:
m

1
y(x+8x) = y() + ) —(Ax)y ™ (x)

niEtl
gdzie:
m jest rzedem przyblizenia

y(") jest pochodna n-tego rzedu

11
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Przyktad 1

Rozwigzac¢ podane ponizej rownanie
stosujgc wzor Taylora:

y’'= cos(x)-sin(y) +x?

y(-1)=3

Zadany przedziat obliczen to xe<-1,1>

12
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Przyktad 1

Konieczne jest okreslenie pochodnych
wyzszych rzedow zadanego rownania:
y' = cos(x) — sin(y) + x*°

y" = —sin(x) —y'cos (y) + 2x
y(?’) = — cos(x) — y"cos (y) + (¥)?sin (y) + 2
y® = sin(x) — y3 cos(y) + 3y'y"sin (y) + (y")3cos ()

W zadaniu przyktadowym przyjeto
przyblizenie czwartego rzedu.

13



Przyktad 1
Algorytm obliczen dla zadanego
przypadku bedzie nastepujacy

X=Xy, Y=Y

for k=1:m
y’=cos(x)-sin(y)+x>
y”=-sin(x)-y’cos(y)+2x
yB)=-cos(x)-y"cos(y)+(y’)?sin(y)+2
y@=sin(x)+((y’)*-y®))cos(y)+3y’y”sin(y)
x=x+Ax(y’+(1/2!) Ax(y”+(1/3!) Ax(y©®)+(1/4!) Ax4)}))

14



Przyktad 1

function[y]=silnia (n)
a=—1; b=1; if n==C
m=(b—-a) /dx; y=1

x0=-1; y0=3; else
y=n*silnia(n-1)
end

endfunction

cos(x(k-1))-sin(y(k-1) ) +(x(k-1))"2;

—sin(x(k-1}))-vyl*cos(y(k-1))+2*x(k-1);
y3=—cos(x(k-1))-vy2*cos(y(k-1))+(yl)"Z*sin(y(k-1))+Z;
yvd=sin(x(k-1))+{(yl) "S3-vy3) *cos(y(k-1))+3*yl*y2*sin(y(k-1))~
vik)=y(k-1)+dx* (y1l+(1l/silnia(2)) *dx* (y2+(1/silnia(3))*

dx* (y3+(1l/silnia(4) ) *dx*vy4))):
®x(k)=x(k-1)+dx;
end

plot2d(x,v);
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Przyktad 1

Dla zatozonej doktadnosci Ax=0.2 otrzymano
rozwigzanie w postaci tabelarycznego zestawienia
kolejnych wartosci y.

3.0
3.285668167992286
3.594399114352079
3.935921424677338
4.3112887784242835
4.7090308957597085
5.107163706865357
5.483407832878951
5.8258187899088
6.13524405942802
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Przyktad 2

Wyznaczyc przebieg pradu i napiecia
na kondensatorze w stanie nieustalonym
dla zadanego obwodu.

E=10V
R=2k() W R
C=25pF ﬂ/:f)f’—

t=0.5 "
At=0.i)1s G)E "

17




PrzykIad 2

____:-;E_

dx=0.001;

{k—-]f{R C)+E/ (R*C) ;

vikl=y(k-1)4+dx*yl+(l/silnia(2) ) *dx"2*y2;
Xx(k)=x(k-1)+dx;
i(k)=C*vyl;
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Przyktad 2

19
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Metoda Eulera

Metoda Eulera jest najprostszg z
metod opartych na wzorze Taylora.

o Wykorzystuje tylko pochodng | rzedu.

o Aby uzyskac doktadne wyniki
konieczne jest dobranie odpowiednio
matego kroku obliczen.

o Im mniejsze Ax tym doktadniejsze
wyniki.

20
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Metoda Eulera

Metode mozna opisac rownaniem
ogolnym w postaci:

y(x + Ax) = y(x) + Axf(x, y)
gdzie:

d
Fooy) ==

Vn+1 = Yn T Axf(x, + AX, yu)

21



Przyktad 3

d=x=0 .
a=\; ). 4
m= (b-a) /dx;

x0=0; yU=0;

x=zeros(l,m+l);
}r::;_g_:.f {_;m_—] ¥
®x(1)=x0; yv(1)=vy0;

0

for k=Z: (m+1)
yl=—vy(k-1)/ (R*C)+E/ (R*C) ;
yik)=y(k-1)+dx*yl;
¥lkl=x(k—1)+dx;

end

plotid(x,¥):
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Metoda Eulera

Doktadnosc¢ uzyskanych wynikow zwigzana
jest z wystepowaniem dwoch rodzajow
btedow obliczeniowych;

o btedem metody — zwigzanej z przyjetymi
ograniczeniami — rzedem pochodnej
rownania rozniczkowego,

o btedem zaokraglen — zwigzanym z
ograniczeniami maszyny obliczeniowe,;.
Powyzsze btedy mozna podzieli¢ na
lokalne i globalne. 23
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Metody Rungego-Kutty

W odroéznieniu od metody rownan
Taylora, metody Runkgego-Kutty nie
Wwymagajg wyznaczania wyzszych rzedow
zadanego rownania rozniczkowego.

W zaleznosci o przyjetego rzedu
metody konieczne jest zastosowanie
odpowiedniej kombinacji zapisu
rownania rézniczkowego.

Wraz ze wzrostem rzedu metody rosnie
doktadnosc¢ otrzymywanych wynikow. 2
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Metody Rungego-Kutty

Ogolna postac algorytmu metod:
m

Yn+1 = Yn T Z Wik;
i=il

diai =1 — k=SSN,

i—1
diai > 1 A”ki :ﬂxf xn+ai.&x,yn—|—2bijkj
gdzie: j=1

m — rzad metody
w,a,b — state zalezne od rzedu metody 2
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Metody Rungego-Kutty

Rzad ; B NEVAVE!
etody State w; Wspotczynniki k. atay
| w,=1 k,=Axf(x.,Y,) Eulera
k,=Axf(x.,y,) Heuna

2 W1=W2=1/2 kz=AXf(Xn+AX;Vn+k1) (ulepszona Eulera)

k,=Axf(x,,Y,)

3 xlf;v/?’; e k,=Axf(x +%Ax,y, +%k,) Simpsona
23 ka=Axf(x_+Ax,y -k, +2k,)
ky=Axf(x,,,¥,)
4 w,=w,=1/6 | k,=Axf(x +%Ax,y +%k,) Rungego-Kutty

w,=w,;=1/3 | k;=Axf(x +%2Ax,y, +¥k,)
k,=Axf(x,+Ax,y, +k;)

26
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Przyktad 4

Zadanie z przyktadu 2 rozwigzac
metoda Rungego-Kutty rzedow 1-4.

E=10V
R=2k() W
=0

t=0.5s
At=0.035s CDE ‘

27
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PrzykIad 4

function i ]=rownanie (x)
/(R*C)+E/ (R*C)

b =t =

cowa ([t
fR*C) ) ) »

3
1

28
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PrzykIad

I o T

Lo

kl=dx*rownanie (y (k-1

vik)=yik-1)+kl;
®xlk)==x(k—-1)+dx;

kl=d=x*rownanie (y (k-1
ki=dx*rownanie (y (k-1
vik)=y(k—-1)+0.5%kl1+L(

xlk)==x(k-1)+dx;

C2d (%, V) ;

L

) +k1);

n ? " k:?l ;'

11:24

29



4

kl=dx*rownaniei(v(k-1));
kZ2=dx*rownanie (v (k-1)1+0.5%kl);

k3=rownanie (y(k-1)-kl1+2*k2) ;

vik)=y (k—=1)+(1/6) *k1+(2/3) *k2+ (1/6) *dx*k3;
¥ (k)=x({k-1)+dx;

end

plot2d(x,¥);

P R - -

- Ep— S
L S ) _ A e e RO T

for k==Z: (mt+l)

kl=dx*rownanie(v(k-1));

kZ2=dx*rownanie (v (k-_1)+0.5%kl) ;

k3=dx*rownanie (v (k-_1)1+0.5%k2) ;

kd=dx*rownanie (v (k-_1)+k3)
vik)=y(k=1)+(1/6) *k1+(1/3) *k2+(1/3) *k3+(1/6) *k4;
®x(k)=x(k-1)+dx;

end

plot2d(x,v);




Przyktad 4

Rownanie rzedu:
Pierwszego
Drugiego

Czwartego
Wzorcowe
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Metody wielokrokowe (roznicowe)

Metode Eulera czy Rungego-Kutty
okresla sie jako jednokrokowe, poniewaz
do wyznaczenia kolejnego kroku
konieczna jest znajomosc tylko jednego
poprzedzajgcego.

W metodzie wielokrokowej
wykorzystuje sie k obliczonych wczesniej
wartosciy, ., .,...,Y, (k>1)

32
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Metody wielokrokowe

Metoda okreslona jest wzorem
k

k
bdn--1l i Yn+1-i s sz bifi(xn+1—i1yn+1—i)r dian =k =8l

i=1 (=0
gdzie a. i b, sg liczbami rzeczywistymi.

Wymagane poczatkowe wartosci
wyznacza sie zazwyczaj metodami
jednokrokowymi (Rungego-Kutty) dla
ujemnego Ax.

33
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Metody wielokrokowe

Dla b,=0 wzor okresla sie jako wzor
ekstrapolacyjny (jawny). Szukana wartosc y, .,
jest liniowg kombinacjg wczesniej
wyznaczonych wartosci.

Jezeli b,#0 to wzor okresla sie jako wzor
interpolacyjny (uwiktany), otrzymujemy
wowczas rownanie z zmienng y,,,,
wystepujacag po obu stronach rownania.
Wyznaczenie jej wymaga zastosowania

metod iteracyjnych. y
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Metody wielokrokowe

W tabeli zestawiono najczesciej stosowane
wzory metod wielokrokowych.

Dla uzyskania maksymalnej efektywnosci
algorytmu rozwigzywania rownania
rozniczkowego wskazane jest zastosowanie
optymalnego dobor rzedu algorytmu oraz
kroku obliczeniowego.

Przy ich doborze nalezy mie¢ na wzgledzie
zarowno stabilnos¢ algorytmu, jak i
dopuszczalny btad obliczen.

35



Metody wielokrokowe

Wzor Rzad metody

Yn+1 = Vn + Axy, (ekstrapolacyjny Eulera)
Ax
Yn+1=Yn+ 5 BYn = Yn1)

Ax
Yn+1 =Yn + E(Z3Y;; —16y,,_1 + 5y,_2)

Ax
Yn+1 = Yn + ﬁ(55;1 — 59y, 1+37yp_2 — 9Yn_3)

4
Yn+1 =Yn T EAx(Zy;t — Yn-1t 2¥n_2)

Y1 = VYn + DXy 11 (interpolacyjny Eulera)

Ax | f
Yn+1 = Yn +7(yn+1+yn)

Ax
Yn+1 = Yn t+ 3 (5Yn+11t8Yn—Yn-1)

Ax
Yne1 = Yn T+ ﬁ(9y;;+1+19y;1—53’;1—1+y;1—2)

1 3
Yn+1 =g (9Yn — Yn-2) + gﬂx(yiﬁﬁzy;t—yh_l)
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Uktady rownan rézniczkowych

Uktady rownan rozniczkowych | rzedu
mozna rozwigzywac metodami Eulera,
Rungego-Kutty lub wzorem Taylora.

Algorytm postepowania jest
analogiczny jak przy rozwigzywaniu
jednego rownia rozniczkowego.

37



Uktady rownan rozniczkowych™*
Wzor Taylora — przykiad 5

Rozwigzac uktad rownan
rézniczkowych: At=-0.02, x,(1)=3, y,(1)=1

X' =x+y?-t3

v’ =y+x3+cos(t)

38
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Przyktad 5

Konieczne jest zapisanie wyzszych
pochodnych rozpatrywanego uktadu
rownan.

X”=x"+2yy’-3t>
v’=y’+3x2x’-sin(t)

xl’l=xll+2yyll+2 (yl)2_6t
v =y”+6x(x’)>+3x2x"”-cos(t)

39



Przyktad 5

lc;clear

dt=—0.05;

a=-—:; I
m=zbs ( (b-a)/dt) ;
t0=1;x0=3; y0=1;

t(1l)=t0;=(l)=x0; v(1)=v0;

for k==2: (mt+1)
xl=x({k-1)+({y(k-1))"Z2-(t(k-1}))"3;
yvi=y(k-1)+(=x({k-1))"*3+cos(t(k-1})):
¥2=x1+2%y (k—1)*y1-3*(t(k—-1))"Z;
y2=y1l+3* (x(k-1))"2*xl-=in(t(k-1));
¥3=x24+2 %y (k-1 ) *y24+2 %yl Z-c*t (k—1) ;
y3=y2+o*x (k—1)*x1"2+3% (x(k—-1) ) "2*x2-cos(t(k—-1));
x(k)=x(k-1)4+dt* (x14+0.5%dt* (x2+ (1/32) *dt*x3) ) ;
y (k) =y (k—-1)+dt* (y1+0.5%dt* (y2+ (1/3) *dt*y3) ) ;
ti(kl=t(k-1)+dt;

1
2
3
4
5
€
7
g8
9

e e T R T R T
S Y 5 T Y S % T % T ™= T

end

plotZd(t, [x",v"]1) -

e
oo Co




Przyktad 5
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Przyktad 6

Rozwiagzanie zadanego uktadu rownan
metoda Runkgego-Kutty rzedu 1 i 4.

At=-0.02, x,(1)=3, y,(1)=1
X' =x+y?-t3

v’ =y+x3+cos(t)

42
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3
1

Lad

43
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Przyktad 6

kl=dt*r 1(t(k-1),x(k-1),y(k-1));
x(kl=x(k-1)+k1;
kl=dt*r_2(t(k-1),x(k-1),y(k-1));

0D =1 & N

yvikl=yv(k—1)+kl;
tik)=t({k-1)+dt;

Lo

1
1
1
18
1

b b O

44



Przyktad 6

-1y px(k-1),y(k-1});
Jooddt,x(k—1)+0 5%kl yiik—1)+0.5%kl) ;
k-1)+0.5*%dt, 2 (k—-1)+0.o%kl,y(k—_)+0.5*%k2) ;
k-1l)#dt,x(k—-1)+k3,y(k-1)+k3)
+(1/e) *k1+(1/3) *k2+(1/3) *k3+(1/6) *k4;
k-1)rx(k-1),y(k-1});
k—-1)+0.5%dt, 2 (k—1)+0. 2%kl ,y(k—1)+0.5%kl) ;
k-1)y+0.5*dt,x(k—1)+0. %kl ,y(k—_1)+0.5*%k2) ;




Przyktad 6

krzywa x

* RK4 (solid)
- Taylor (dot)
* Euler (dash)

krzywa y
* RK4 (solid)
- Taylor (dot)

* Euler (dash)
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Rownania rozniczkowe wyzszych rzedow

Metodami Eulera, Rungego-Kutty oraz
wzorem Taylora mozna rozwigzywac takze
rownania rozniczkowe wyzszych rzedow.

Konieczne jest wtedy sprowadzenie
takiego rownania do uktadu rownan |
rzedu.

47
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Przyktad 7

Dla danego obwodu wyznaczyc przebieg
pradu i napiecia na kondensatorze w stanie
hieustalonym. Warunki poczagtkowe s3 zerowe.

E=100V, R=0.25¢), L=25mH, C=33mF

C
|

oo HE
o—_ YY"
E

438
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Przyktad 7

Rownanie Il rzedu opisujgce analizowany obwad:
2
Ol dut,-
LOC——=" ey, = ()

dt dt
Nalezy przeksztatci¢ w uktad rownan | rzedu:

di E— R

aee L

du, I

dt C 9
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PrzykIad 7

_'|;:: :E:ZQEtIiru—]
1/L)* (E-R*i-u)

R I e

function[z]=xr_2(t,i,u)

Lo = L

fad

u(l)=ul; 50



Przyktad 7

for k=2Z: (m+1)
kKl=dt*r 1(t(k-1),1(k-1),ulk-1));
kZ=dt*xr_1(t(k-1)+0.5%dt,1i(k-1)+0.5*kl,u(k-1)+0.5%kl);
k3=dt*xr_1(t(k-1)+0.5*dt,1(k-1)+0.5*kl,u(k-1)+0.5%k2);
kd=dt*r 1(t(k-1)+dt,1i(k-1)+k3,u(k-1)+k3)
1(k)=1(k-1)+(1/e)*k1+(1/3)*k2+(1/3) *k3+(1/c) *k4;
kl=dt*xr_2(t(k-1),1(k-1),u(k-1));
kZ=dt*r 2 (t(k-1)+0.5%dt,i(k-1)+0.5*kl,u(k-1)+0.5%kl);
k3=dt*xr_2(t(k-1)+0.5%dt,1(k-1)+0.5*kl,u(k-1)+0.5%k2);
kd=dt*xr_2(t(k-1)+dt,1(k-1)+k3,u(k-1)+k3)
ul(k)=a(k-1)+(1/6)y*k1+(1/3)*k2+ (1/3) *k3+(1/c) *k4;
tik)=t (k-1)+dt;

2d(t, [2'yu'l);




Przyktad 7

Prad w obwodzie
Napiecie na kondensatorze
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Przyktad 7

Dobranie odpowiedniego kroku obliczen ma
decydujgce znaczenie na uzyskanie prawidtiowego
rozwigzania.

At=0.0001 (solid)
At=0.01 (dash)

0.7 \/ 9.3 \o8,/ N1
N
N/
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Funkcja ODE

W srodowisku obliczeniowym Scilab dostepna
jest funkcja realizujgca rozwigzywanie uktadow
rownan rozniczkowych.

Funkcja ode (Ordinary Different Equations)
umozliwia rozwigzanie zdefiniowanego uktadu
rownan rozniczkowych jedng z dostepnych
metod.

Funkcja ode wymaga zdefiniowania funkcji z

uktadem rownan stanu odpowiadajacych

zadanemu uktadowi rownan rozniczkowych
54
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Funkcja ODE
Sktadnia funkcji:

y= ode([type], Yo, to, T, )
gdzie:
vy — wektor lub macierz wyjsciowa
[type] — wskazanie metody obliczeniowej
Y, — Wektor wartosci poczatkowych
t, — wartosc poczagtkowa zmiennej podcatkowej
t — wektor wartosci zmiennej podcatkowej

f — nazwa funkcji zawierajacej definicje rownan
stanu 55
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Funkcja ODE

Zaimplementowane metody obliczeniowe:
adams — metoda Adamsa

stiff — metoda rozniczkowania wstecznego BDF
rk — metoda Rungego-Kutty rzedu 4

rkf — metoda Rungego-Kutty rzedu 4i5

fix — zmodyfikowana metodark

O O @ @O eiNe

discrete, roots — inne metody

Wybor metody obliczeniowej nie jest konieczny. W
takiej sytuacji funkcja rozwigzuje zadanie metoda
Adamsa i BDM, dynamicznie wybiera w czasie obliczen
korzystniejszg metode. 56



Przyktad 8

Dla danego obwodu wyznaczyc przebieg
pradu i napiecia na kondensatorze w stanie
hieustalonym. Warunki poczagtkowe s3 zerowe.

E=100V, R=0.25¢), L=25mH, C=33mF

E

®

t=0

R

L

—

L A

11:24

e
|

Zadanie rozwigzac¢ za pomoc3a funkcji ode.

57
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Przyktad 8

W pierwszym etapie nalezy wyprowadzi¢ rownania
stanu dla analizowanego obwodu.

WYyijsc nalezy z rownan Kirchhoffa dla analizowanego
obwodu d3zac do zapisania postaci rozniczkowe;.
E — Rl ‘I‘ uL ‘I‘ uC

du, di

l:CW = E

du, di
EZRCW —I—Ld——l—uc

58
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Przyktad 8

Na podstawie rownania rozniczkowego
zapisujemy rownania stanu:

d2use e RC% — U
dt? Wi
AL T
L
di

F= RiL—
l dt Uc

di E—Ri—-uc
it b 59
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Przyktad 8

Na podstawie rownan stanu okreslic
mozna zmienne stanu:
du,
g
Finalnie rownania stanu przyjmuja

x]_: xZ:uC x3=i

postac ( _E—RCx; —x
el TC
), _%
Ve~ C
E — e =
L =

L 60



Przyktad 8

1
1
2
3
<
S
7
8
9

;clear;
function[y]=R_stanu(t, x)

y(L)=(E-R*C*x (1) —x(2]

v(2)=x(3)/C;

v(2)=(E-R*x( 2))/L;

endfunction

df=
yO0=[0;0;0]1;

df : | ;
y=ode (y0,t0,t,R_stanu);
uc=yl(=, 1 );
1=y (3, :);

11:24
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Przyktad 8

Prad w obwodzie
Napiecie na kondensatorze
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