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Zakres wyktadu

Metody skonczone rozwigzywania
uktadow rownan liniowych:

1. Rozktady LU

2. Eliminacja Gaussa z wyborem
elementow giownych

3. Metoda eliminacji Gaussa-Jordana
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Rownania liniowe

o Wychodzac z geometrii euklidesowej
rozpatrywac¢ mozna punkt na ptaszczyznie
wyznaczony przez dwie proste.

o Mog3a one wyznaczac prosta
(nieskonczenie wiele rozmazan), punkt,

lub zbor pusty
o Algebraiczng postacia tego

problemu jest uktad rownan | °{

N\,
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Uktad rownan liniowych

o Teoria uktadéw rownan liniowych jest
dziatem algebry liniowe;j.

o Numeryczne rozwigzywanie uktadow
rownan liniowych odgrywa wazng role w
inzynierii, fizyce, chemii, informatyce czy
ekonomiii.

o W wielu przypadkach skomplikowane
problemy opisane uktadami rownan
nieliniowych sprowadza sie do duzo
prostszych w metodyce rozwigzania uktadow
rownan liniowych. Proces ten nazywa sie
linearyzacjg problemu.



11:20

Uktady rownan liniowych

Uktad n rownan liniowych w postaci
macierzowej mozna zapisaé'

i1 Q1727 S L5 b,
h (oo S az n | by
Am1 QAma2 bm

W postaci ogdlnej jest on nastepujacy:

A-x=0>
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Metody skonczone

o Metody skonczone rozwigzywania uktadow
rownan liniowych stosowane s3 dla
stosunkowo niewielkich liczbowo uktadow
rownan.

o Zastosowanie tych metod dla uktadu n x n
wymaga n?2 komorek w pamieci operacyjnej
oraz wykonania rzedu n? dziatan
arytmetycznych.

o Jesli wiec tylko n nie jest zbyt duze i uktad
jest dostatecznie dobrze uwarunkowany, to
rozwigzanie zadania jest stosunkowo proste.
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Uktady rownan liniowych
Postacie uproszczone rownan

a;; 0 0 E. D,
0 a2,2 N 0 \ xz - b2
0 0 -  a,. | SIEEEET,
_b i
1/611,1
(X1 | b Jezeli a; ;=0 i b;=0 to odpowiadajace
& z/alj1 im x, orzyjmuje dowolna wartoéé,
' : natomiast jezeli a;;=0 i b;#0 to uktad
| Xn b ' rownan nie ma rozwigzania
| n/an,n_ 7
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Uktady rownan liniowych
Postacie uproszczone rownan

_al’l 0 AL 0 ] -xl- -bl-
dp1 Uz2 0 X2 _ | b2
Apn1 Apo **° App Xn -bn

Przy zatozeniu ze a; ;#0, wtedy z
pierwszego rownania wyznacza sie X,, a
Znajac go mozna z drugiego wyznaczyc X,.
Powtarzajgc algorytm wyznacza sie
pozostate wartosci x az do x_
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Uktady rownan liniowych
Algorytm rozwigzywania uktadu rownan
liniowych dla macierzy A w uktadzie

trojkatnym dolnym: a,;, 0 - 07 xy7 by
T e ! N~ b,

B, - a,,| X

forizlton

b; — ] 1a”x]

xi —
Qa;i

Jest to tzw. Algorytm podstawienia w przod .
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Uktady rownan liniowych
Analogiczna sytuacja ma miejsce dla
macierzy trojkatnej gornej. W tym
przypadku stosujemy algorytm
podstawienia wstecz.

fori=nto1lstep—1

n
b; — )j=it1 Qi jX;

xi —
a;i

10
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PrzykIad 1

l 0 O 0 -
2 —2 0 0 0] |X2 —2
3 1 z O Ol:|X3|=1T"
3 3 —4 3 0] [|X4 0
283 1 4% 11 Ewes e

1
2
4
=

HLE I I
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Rozktady LU

Rozwiagzanie uktadu rownan liniowych
przy konfiguracji macierzy A:

o trojkatnej dolnej,

o trojkatnej gornej,

jest zagadnieniem numerycznie fatwym
do realizacji. Dlatego tez dazy sie do tego

aby problem rownania Ax=b sprowadazic
do zadania rozwigzania macierzy
trojkatnych. 12
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Rozktad LU

Jezeli wszystkie minory gitowne macierzy
A s3 nieosobliwe to dana macierz ma
rozktad LU, detA 20

(e | (1n

13
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Rozktad LU

Jezeli tylko jest to mozliwe (nie zachodzi
dzielenie przez 0) dazy sie do zastapienia
macierzy A iloczynem macierzy trojkatnej
dolnej L i trojkatnej gornej U: A=L-U.

W efekcie problem sprowadza sie wtedy

do dwustopniowego rozwigzania uktadu
rownan liniowych

1. L-z=b
2. U-x=z

14
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Rozktad LU

Dla danej macierzy A, poszukuje sie macierzy L i U.

A1 Qg2 A1n
dr1 0Ap> Aon
anl anz ann
l11 0 0 -ull ulz uln

15
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Rozktad LU

Opracowanie metody wyznaczania
macierzy L i U rozpoczyna sie od
okreslenia zaleznosci na mnozenie

macierzy: n
Aij = E Lis - Us;
s=1

przyjmujac zatozenie ze |. =0 dla s>i oraz
u,;=0 dla s>j.

16
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Rozktad LU

Zaktadajac, ze w k-tym kroku wyznaczono juz
k-1 wierszy macierzy U i k-1 kolumn macierzy
L, mozna zapisac:

k—1
Apr = z PR L U
s=1

Przyjmujac jedng z wartosci |, lub u,, mozna
Z wczeshiejszego rownania obliczy¢ druga z
nhich, a nastepnie z powyzszego pozostate
wartosci k-go wiersza macierzy U i k-tej
kolumny macierzy L. 17



11:24

Rozktad LU
Algorytm obliczen przyjmuje postac:

Forik'= 1 tO™8
k-1

lkkUkke = Qpg — 2 ety
55—k

for P =Wgton

Arj — Dozt sy
Lk

Ajp — Ds=i LsUsk

U ke 18

Liczbowo i=j=k Uy

a;; jest macierza

kwadratowa Lix =



Przyktad 2
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Rozwiagzac¢ uktad rownan liniowych:

2
4
8
6

Y1
Y2
Y3
V4

1

3
7
7

5
11

P Izs vl
21

1 O

3|
9 5
9 8

3
11
29
A

X1 V1
X2 Y2
X3 Y3
X4 Y4

19



Przyktad 2
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Przyktad 2

Wyznaczenie
macierzy L i U:

/L(k, k)

for s=1:(k-1)

z=z+L(k,s)*U(s,]);
end
U(k,j)=(A(k,j)~z)/L(k,k)y
z=0,; 2
for s=1:(k-1)

z=z+L(],s) *U(s,k); .
end Rozktad Doolittle’a
\_ L(j,k)=(A(3,k)-z)/U(k,k);

end

21
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PrzykIad 2

Wyznaczenie
) macierzy L i U:

z=z+U (k, s) *L(s, k) ;
end

L(k,k)=(A(k, k)-z)/U(k, k)|

for j=k:n

z=0;
for s=1: (k-1)
z=z+L(j,s) *U(s,k);

(k;s)*0{s;3);

N Rozktad Crouta

22



PrzykIad 2

Wyznaczenie
macierzy L1 U:

for s=1: (k—-1)
z=z2+L(k,8) *U(s,j);

end

U(k,j)=(A(k,j)-z)/L(k

z=0;

for s=1:(k-1)
z=z+L(j,s)*U(s,k);

end

>54L(j SK)=(A(3,k) ) /U (k, kl/




Pr

zyktad 2

k=

Wyznaczenie
macierzy L1 U:

54 (A (k,k)-z) {L(k,Kk);

for s=1: (k-1)
z=z+L(j,s) *U(s,k);
end
L(j,k)=(A(j,k)—z)/U(k,kly
z=0; )
for s=1:(k-1)
z=z+L(k,s)*U(s,]);

end
\‘U(k,j)=(A(k,j)-z)/L(k,k[y
end

end
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Przyktad 2

Rozwigzanie rownania L-y=b

z=z+L(1i,3)*y(3);

end

y(i)=(b(i)-2z)/L(i,1i);

25
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Przyktad 2

Rozwigzanie rownania U-x=y

k=1i+1;
for j=k:n
z=z+U(1,3)*x(73);

end

X(i)=(y(i)-z)/U(i,1);

Sprawdzenie poprawnosci rownania A-x=b

Wszystkie rozktady LU dajg poprawne

rozwigzanie. 26
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Rozktad LU — Scilab

W srodowisku obliczeniowym scilab
zdefiniowano funkcje realizujgca rozktad
LU macierzy kwadratowej.

[L,U]=1u(A) ;

0.25 -0.429 1. . . 9. S.

0.5 -0.28¢6 . . . 1. 2.25 4. 25
1 0 0 0 -0.857 -0.286
0 0. 0.6¢67

27



11:24

lusolve

W srodowisku Scilab’a dostepna jest
funkcja rozwigzujgca uktady rownan
liniowych metoda rozktadow LU.

Wymaga ona przeksztatcenia macierzy A
do postaci macierzy rzadkiej, za pomoc3
funkcji:

A s=sparse (A);
Wywotanie metody:

x=lusolve (A s,b);
28



Lusolve

4) sparse matrix

1)
2)
3)
1)
2)
3)
4)
1)
2)
3)
4)
1)
2)
3)
4)

O W =] o D ] 0 = W W ol = =
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Rozktad Cholesky’ego

 Odmiang rozktadu LU ktora jest
uzyteczna w pewnych sytuacja
obliczeniowych jest rozktad Cholesky’ego.

e Zaproponowat on rozktad L.

* Rozktad ten jest mozliwy jezeli macierz
A jest rzeczywista, symetryczna i dodatnio
okreslona, jest macierzg nieosobliwa.

30
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Rozktad Cholesky’ego

Rozktad ten mozna uzyskac przeksztatcajac
macierze LU uzyskane z rozktadu Doolittle’a dla
macierzy A spetniajgcej okreslone warunki.

 Macierz U rozbija sie na iloczyn macierzy D i
L'
* Macierz D jest macierzg diagonalna

zawierajgcg na przekatnej elementy
wystepujace na przekatnej w macierzy U

31
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Rozktad Cholesky’ego

Rozktad ten mozna uzyskac przeksztatcajac
macierze LU uzyskane z rozktadu Doolittle’a dla

macierzy A spetniajacej okreslone warunki.

* Macierz U rozbija sie na iloczyn macierzy D i
LT
* Macierz D jest macierzg diagonalng

zawierajgcg na przekatnej elementy
wystepujace na przekatnej w macierzy U

* Jednoczesnie mnozgc macierzLi D

uzyskujemy rozktad Crouta macierzy LU .



Rozktad Cholesky’ego

1 48 03
60 30 20 L i
A=[30 20 15|=LU=|2 -
1
20 15 12 L et
3
R i a 1
=1 0| [\Fs o [Eeee
A=12 . 1l
; 1o 1
0 0
W 1 3] lo o

11:24

— = | =
1 ]

o0 30 20]
RS D
i O .

L 3.
= EDLT

33
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Rozktad Cholesky’ego

LDO.SDO.SLT 5

A=

1 1
— ) v

— | N— O

o I o

o

O o o
— |on

=

23

o N o

o

O o o

o o i

=
N
|
R -
— | N
3
£ ©
— | N
-]
\O ) -
_!1.__3_
- - —

34
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Rozktad Cholesky’ego

Algorytm wyznaczania macierzy L jest

hastepujacy:

)
1,s5)*L(k,s);

fork=1ton

F y)
bk = | Qi — lks

N\
fori=k+1ton

k—1
Aix — Lis=1 lislks

lkk

k)-z)/L(k,k);

35



0 ] 11:24
0

Przyktad 3

7.7459667

V60 = 7.7459667 3.8729833 .236068 0.
1 2.5819889 .236068 0.5773503
2 60 = 3.8729833

|
3 60 = 2.5819889

V5 = 2.236068

.8729833 2.5819889

1 : .236068 2.236068
5 = 05773503 : : 0.5773503

36
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Metoda eliminacja Gaussa

* Rozktady LU sg pewng wersjg eliminacji
Gaussa.

* Eliminacja Gaussa polega na
sprowadzeniu rownhania macierzowego
zapisanego w postaci Ax=b do postaci
Ux=z, gdzie U jest macierzg trdjkatna
gorna

* Eliminacje prowadzi sie za pomoca
przeksztatcen elementarnych

37
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Metoda eliminacji Gaussa

* Procedure najwygodniej
zautomatyzowac dazac do
uzyskania na przekatnej macierzy
trojkatnej gornej jedynki. Nie jest
to jednak warunek konieczny.

38
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Przyktad 4

Rozwigza¢ uktad rownan metodg eliminacji Gaussa.

66 —2% 2T X1 12
12 -8 6 10 | [x2|_| 34
3 ST O A
—6 4 N1 —197"Es —38

39



Przyktad 4

12 1
34
27

| —38.

6 4 1 [*¥1] [12

2
12-2-6 -8+ 22 6—2-4 10—-2-4( 34—2-12

3—05-6 —-13+4+05-2 9-05-2 3-05-4 27 —-05-12
| —6+6 4 — 2 1+2 —18+4 1 1X41 |-38+12

6 2 1 [¥] [12°
0 —4 | 10
0 —12 21
0 2 I [x]  1-26




Przyktad 4

-2 2 4 1 [*1] [12

—4 2 2 | 10
12434 8-3:2  1-3-2 21-3-10
2-05:4 34052 —14+05-2] x] l-26405-10




Przyktad 4

10—-(2-14+2--2)

—4
—9—(=5-1)

—2




1

2
34 —(2-12)
27 — (2+3)
|—38 — (2 —6)




Przyktad 5

2

1
—12+12 8- (—12-—5)

2—2 3(2 1)
2

1




Przyktad 5
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Metoda eliminacji Gaussa

* W sytuacji gdy na przekatnej
macierzy A wystepuje O,
konieczne staje sie przestawienie
(zamiane wierszy uktadu) w celu
eliminacji problemu dzielenia
przez 0.

47
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Metoda eliminacji Gaussa

* Problemy w obliczeniach mogg pojawic sie
takze gdy wystepuja duze roznice w rzedach
wielkosci pomiedzy elementami macierzy

e Moga wowczas podczas obliczen wystgpic
problemy podczas obliczen spowodowanych
duz3 rdéznica rzedow wielkosci pomiedzy
liczbami

* Rozwigzaniem problemu moze w takim
przypadku by¢ rowniez przestawienie wierszy

e Algorytm rozwigzywania sie wtedy bardzo
komplikuje i jest trudny do implementacji
numerycznej

49



Metoda eliminacji Gaussa z 11:24
wyborem elementow giownych

« Metoda Gaussa zapewnia uzyskanie wynikow z niewielkim
btedem, jezeli tylko wartosci na gtownej przekatnej nie s3
bliskie zeru.

 Gdyby modut ktoregos z dzielnikow byt maty w
porownaniu z innymi wspotczynnikami, to mogtby powstac
znaczny btad numeryczny.

Istnienie zera na przekatnej wykluczatoby rozwigzanie
metod3a eliminacji Gaussa.

* Aby tego unikngg, stosuje sie jedng z metod wyboru
elementu giownego:

o Wybor czesciowy elementu giownego

o Wybor petny elementu giéwnego 0



Metoda eliminacji Gaussa z 11:24

wyborem elementow giownych
Wybor czesciowy elementu giownego:

o W k-tym kroku eliminacji poszukuje sie
najwiekszego elementu co do modutu w k-tym
wierszu lub kolumnie, a nastepnie przestawia

wskazang kolumne lub wiersz k-t3 kolumng lub
wierszem

o W przypadku przestawiania kolumn nalezy
pamietac o odpowiadajacej im zmianie kolejnosci
zmiennych.

51



Przyktad 7 Wybor czesciowy

Wybor elementu podstawowego w kolumnie:
[ 6 —2 2 4 1 [X1] E12}|6

-8 6 10 | _ 13412
—13 9 3 ‘ 27
4 1 -18

3
6

nie zmieniamy

a 21 a
2j — = Qqj
aq
asq a
—ay;
aq
a a1 a
4j — 7 Qqj
aq

34

6
12 — —- (34
D (34)

3 3 3 . 3
—13——-(=8) 9—-—-(6) 3-——-(10 27 ——- (34
= (=8) " (6) - (10) = (34

6 6 6 6
4 +—- (-8 1+—-(6) —18+—-(10 —38 +—- (34
+12( ) +12() +12()_ _ +12()_




Przyktad 7 Wybor czesciowy

1|nie zmientamy
nie zmieniamy

a %32 a
3j 7 T Y2j
az;
‘lnie trzeba




Przyktad 7 Wybor czesciowy

1 [ X1 ] 37

2 | 2
18

11
=771

4
11
4

nie zmieniamy
nie zmieniamy
nie zmieniamy
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Przyktad 7 Wybor czesciowy

34-10-6--2+8--3

12

37 1 15
2 2%t2 7

—11
—21+13

= -3

55



Przyktad 7 Wybor czesciowy

Wybor elementu podstawowego w wierszu:

(6 -2 2 41 [
12 -8 6 10
3 —-13 9 3
-6 4 1 -18.

Nie przestawia sie
kolumn

nie zmieniamy

a aZla

2j = 7 Y1j
aqq

a a31a

3j 7 T YMj
A

a a41a

4j —  Y1j
A

2 4 T i 12

12 12 12 12
—8—?-(—2) 6_?.(2) 10_Z.(4) 34—F-(12)

132 (-2)

6
4+ (=2)

3
9—6'(2)
1+ (2)

3
3—8'(4)

—18+ (4) |

27—%- (12)
| —38+ (12) .




Przyktad 7 Wybor czescmwy

41 2 2

Nie przestawia sie
kolumn
nie zmieniamy
1|nie zmieniamy
_ds2,
ay,
d42

a3j

12
10
12

12 : 13
0 8—7-(2) 1—7-(2) 21—7-(12)

4+@2) 14+ U L 26+ (D




Przyktad 7 Wybor czesSciowy

Konieczna jest
Zamiana kolumny
4z3

5

_|nle zmieniamy
nie zmieniamy
nie zmieniamy

13
—60 ——- (=9
| 5 ( )_




Przyktad 7 Wybor czesciowy

'12—2-(—2)—4-2+2-(—3)_1

6
10—2-(—2)—2_




Metoda eliminacji Gaussa z wyborem 1124

elementéw gtownych

Wybor petny elementu gtownego :

o W k-tym kroku eliminacji poszukuje sie
najwiekszego elementu co do modutu zawartego
w elementach macierzy ztozonej z elementow a_,
takich ze k<r<n oraz k<r<n

o Nastepnie kolumne i wiersz zawierajace
najwiekszy element zamienia sie z k-tym
wierszem i k-tg kolumna

o Nalezy pamietac ze przy przestawieniu kolumny

konieczne jest takze przestawienie

odpowiadajacych im zmiennych o



PrzykIad 8 - Wybor petny

4 wierszz 1
4 kolumna z 1
X4 Z Xq

nie zmieniamy

1la a21a
2j — T qj

a4

aszq

Az ———a
j 1j
a1
a a41a
4j — T Qqj
a4




PrzykIad 8 Wybor petny

37 . -
-3 jest najwieksze

3 wiersz z 2

nie zmieniamy
nie zmieniamy

_ 432
U3 azzazj

7Y,




286 -

37 jest najwieksze
251 [ 286 4 kolumna z 3

1 37 X1 2 Xy

155

111 37

r—18 4 —6 1 7
37 55 nie zmieniamy

3 2 6 nie zmieniamy
286 251|- nie zmieniamy
37 111 d43

166 155 Yooagy Y

37 111.

1 T i —38
55 62
6 3
251 . 356

111 111

155 /166y /37 \ /251 188 /166y /37 \ /356
111 ( 37 ) (286) (111)- 111 ( 37 ) (286) (111)-




PrzykIad 8 Wybor peIny

2511-

111
12

143-

—38 — (D) (-3) - (-6)(1) - (1(=2) _
—18 B
62

% ()1 - @0
37 -
-3
356 251

1 12
286




Metoda eliminacji 11:24
Gaussa-Jordana

o Jest to zmodyfikowana metoda eliminacji Gaussa
rownan Ax=b

o Dazy sie do sprowadzenia macierzy A do postaci
diagonalnej jedynkowej

o Wtedy w wyniku przeksztatcen wektor b bedzie
zawierat wartosci przyporzagdkowywane x w wyniku

o YAWIEYERIE

o Przed przystapieniem do obliczen w przypadku gdy

na przekatnej znajduja sie elementy zerowe nalezy
odpowiednio przeksztatci¢ macierz A

o Metoda ta w literaturze wystepuje jako metoda
Jordana lub metoda eliminacji zupetnej 65



Metoda eliminacji 11:24
Gaussa-Jordana

Algorytm rozwigzywania

1. Dzieli sie wszystkie elementy macierzy A i wektora b z i=1
wiersza przez element a ;

2. Od kazdego elementu i=2,3..n wiersza macierzy A i
wektora b odejmuje sie pierwszy element wiersza
pomnozony przez odpowiadajgcy mu element pierwszego
wiersza

3. W kolejnych krokach powtarza sie czynnosc traktujac
elementy z przekatnej jako wyjsciowe

4. W efekcie elementy poza przekatng macierzy A s3
zerowane, a na przekatnej przyjmujg wartosc¢ 1, natomiast
elementy wektora b dazg do rozwigzania uktadu rownan 66
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Przyktad 9

12 —12/1
3-3/1
—6+6/1

10 Ui — Apq * Aqj

4 X ] l ] /aq1 (w pierwszej kolejnosci)
—18 —38 Agj — Agq * Aqg

2/6 4/6 X 12/6
—8—12(-2/6) 6—12(2/6) 10—12(4/6)]| |« 34 —12(12/6)
~13-3(=2/6) 9-3(2/6) 3-3(4/6) | |x3| |27 —3(12/6)
44+6(=2/6) 1+6(2/6) —18+6(2/6)] IX —38+6(2/6)

2
3
2
1
1

X /a5 (W pierwszej kolejnosct)
— 2 6

67



PrzykIad 9

0 2 —(2)(D) 3-1(2) (—%) -14-(2) (_ %)

1 A1j — Aq3 * A3z
_ dzi — dz3 * U3;
0 1 /as3 (w pierwszej kolejnosci)
0 i — * Azj
L0




Przyktad

117

(qi — Qqq * g
(ai — Uaq * Uy
(3i — O34 * Uy
/as, (W pierwszej kolejnosci)




