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 Wartosci wtasne

* Przeksztatcenia przez podobienstwo

* Normy wektorow i macierzy



Pojecia podstawowe
Macierzg rzeczywista A o wymiarach m x n
nazywamy prostokatng tablice zawierajgca
elementy rzeczywiste, ustawione w m
wierszach i n kolumnach.



Pojecia podstawowe

* Macierze oznacza sie zazwyczaj duzymi literami
alfabetu: A, B, X, natomiast elementy macierzy
matymi literami z indeksami oznaczajgcymi
numer wiersza i kolumny: a; , b, ;, X; .

L,j? ~h,)0

 Macierz A mozna takze zapisac [a lub [a; ].
* Macierz A=[a; ],,, lub A=[3; ] ., nazywa sig

wektorem.

,,lmxn

 Macierz o wymiarze n x n okresla sie jako
macierz kwadratowa.



Pojecia podstawowe

* Macierz ktorej wszystkie elementy sg 0 nazywa sie
Zerowa.

* Macierz kwadratowa ktorej wszystkie elementy
poza lezgcymi na przekatnej sg 0 okresla sie jako
macierz diagonalna.

 Macierz diagonalna w ktorej wszystkie elementy
lezgce na przekatnej sg rowne 1, nazywa sie macierzg
jednostkowa n-tego stopnia i oznacza /..

Al &
A= I3=10 1 O
0O 0 8 O 0 0 1
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Pojecia podstawowe

Macierz trojkatna dolng lub gorna
okresla sie macierz ktorej wszystkie
elementy lezgce nad lub pod przekatng s3
rowne 0.
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Wiasnosci macierzy

Suma macierzy A=(a; | ., i B=[b; ] ..,
hazywa macierz C=[c; ] .., 8dzie c;.=a; +b;.

lloczyn macierzy A=[a; ;] ..., Przez liczbe
aeR nazywa macierz C=[c; ] ..., gdzie
CESaa]



Wtasnosci macierzy

Dla macierzy A, B i C tego samego
wymiaru, oraz liczb rzeczywistych a.i 3
zachodzg zaleznosci:

A+B=B+A
(A+B)+C=A+ (B + ()
A+0=0+A=A
A+(-A)=0

ox(A + B) = axA + axB
(a + B)xA = axA + BxA
1xA=A

(c x B)xA= ax(BxA)



Wtasnosci macierzy

lloczynem macierzy A=[a; ] .., i
B=[b; :] ..« nazywa macierz C=[c; | ., gdzie
C;=a;1b; ;+a;,0, +...+3

, ,n™n,j
|
1 2 28 "
4-5={, 5l

_ [L% 2SR 2 T (27 34
4-1+5-3+6-5 4-2+5-4+6-6/ 149 64

Przemiennos¢ mnozenia macierzy nie
zawsze zachodzi ABzBA
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Wtasnosci macierzy

Jezeli macierze A, B i Cs3
odpowiednich wymiarow, a a jest liczb3
rzeczywistg to:

A(B+C) = AB+AC
(A+B)C = AC+BC
A(aB) = (aA)B = a(AB)
(AB)C = A(BC)

Al =I_A=A

APAM=AN+M

10



Wtasnosci macierzy

Macierzg transponowang do macierzy

A-[a,J] nazywamy macierz B=[b.

mxn | j]nxm

Mamerz transponowanq do macierzy A
oznacza sie AT

Przy transponowaniu macierzy kolejne
jej wiersze stajg sie kolumnami macierzy
transponowanej.

11



Wtasnosci macierzy

Dla macierzy A, B odpowiednich
wymiarow, a liczby rzeczywistej oraz n liczby
catkowitej:

(A+B)T=AT+BT

(AT)'=A

(axA)T=ax AT

(AxB)T=B"x AT

(An)T — (AT)n

Macierz kwadratowa A nazywamy
symetryczng (antysymetryczng), gdy
AT=A (AT=-A)

12



Pojecia podstawowe

Macierzg hermitowska okreslamy
macierz kwadratowg zawierajaca
elementy rzeczywiste lub zespolone ktora
jest rowna swojemu sprzezeniu.

A=AT
2 2 W
2 OF1] |1+20 3+ 2i
4 1 7 '

—1i 3 —2i 5

13
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Pojecia podstawowe

Wtasnhosci macierzy hermitowskie;j:
1. W giownej przekatnej sg wyrazy
rzeczywiste
2. Ma rzeczywiste wartosci wlasne
3. Wyznacznik macierzy jest rzeczywisty

4. Macierz o elementach rzeczywistych
jest symetryczna

14



Wyznacznik macierzy

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej
A nazywa sie funkcje |A|=det A
przyporzgdkowujaca liczbe rzeczywistg w
sposob indukcyjny:

1. Jezeli macierz A ma stopien n=1 to:
det A =aq,
2. Jezeli macierz A ma stopien n=>2 to:

det A= (—1)'a, ;detd;; + -+ (—-1)*"a,, detd, ,

15
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Wyznacznik macierzy

Dla macierzy kwadratowej A o stopniu
n=2, mozna okresli¢c dopetnienie
algebraiczne elementu a; ; takie ze:

Di’j=(-1)"’idetAi,j

Mozna wiec dla macierzy kwadratowej
A stopnia n=2, oraz i=1, j<n opisac
wyznacznik macierzy jako:

detA=a, D, +..+a; D, =a;.D; +..4a, D, ;

16
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Wyznacznik macierzy

i __[a Bl - E 4 -

4] = det4 = | d]—ad bc_[ ] () -5 = 14
e b 'c
d e

|A| =detA=|g h i]= (aei+ dhc+ gbf)— (ceg+ fha+ ibd)
a b c
d ed i
[ 1 g92=83
4 5 6

|Al =detA=[7 8 9]=(1-5-94+4-8:-3+7-2-6)
IF=2" 3

—(3:5:-74+46-8:-14+9-2-4) =

4 5 6 ( )

= 225—-225=0
Reguty te nie majg zastosowania do obliczania

wyznacznikéw wyzszych rzedéw n>3 =



Wyznacznik macierzy

Interpretacjg geometryczng
wyznacznika Il stopnia jest pole

rownolegtoboku opisanego wektorami
—> =
v=(a,b) i u=(c,d)

Interpretacjg geometryczna
wyznacznika Il stopnia jest objetosc

rownolegtoscianu opisanego wektorami
V=(a,b,c), u=(d,e,f) i w=(g,h,i).

18
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Wyznacznik macierzy

Wyznacznik macierzy trojkatnej gornej lub
dolnej, niezaleznie od stopnia macierzy rowny
jest iloczynowi elementow znajdujacych sie na
przekatnej macierzy.

2, '3 Wt R

D —8" 3FEL | ', THICH. - .
deto 0 3 3 =2-(—8)85"(—1) = 48

Ofsmos 0 —1

19
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Wyznacznik macierzy

Wyznacznik macierzy:

A, T9B® R
det 0 A:Z B = detA, - detA, - ---- detA,
0 OF -Euw

gdzie A,,...,A, s macierzami
kwadratowymi (niekoniecznie tego samego
stopnia, 0 oznaczajg macierze zerowe, a B
dowolne macierze to wyznacznik takiej

macierzy liczymy jako iloczyn wyznacznikow.
20



Wyznacznik macierzy

= i
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21

B 4-1-(—98) =—-392




11:20

Wyznacznik macierzy

1. Woyznacznik macierzy kwadratowej zawierajgcej kolumne
lub wiersz zerowy wynosi 0.

2. Zmiana miejscami dwoch wierszy lub dwoch kolumn
spowoduje ze zmieni sie znak wyznacznika macierzy

3. Wyznacznik macierzy kwadratowej majacej dwie takie
same kolumny lub wiersze wynosi 0

4. Jezeli mozna z jednego wiersza lub kolumny wydzielic staty
wspotczynnik to mozna wytgczyc go przed wyznacznik

macierzy. B 4-
ST e &
det 1 =§det S 1
3 5 3 1 0 9
L] OEE 2
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Wyznacznik macierzy

Wyznacznik macierzy w ktorej w jedna
kolumne lub wiersz opisze sie jako sume liczb
mozna policzy¢ jako sume wyznacznikow
dwoch macierzy w ktorej wskazany wiersz lub
kolumna sg zastgpione wskazanymi
sktadnikami:

i} 379 al} Prau} 7

23



Wyznacznik macierz

11:20

Wyznacznik macierzy nie zmieni sie
jezeli do wartosci dowolnego wiersza lub
kolumny dodamy dowolna wielokrotnos¢
innego wiersza lub kolumny.

det

SR

W U1 W

~N o o1

= det

DN DN DN

~N Oy Ul
~N o U

24
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Wyznacznik macierzy

1. Wyznacznik macierzy i wyznacznik
macierzy do niej transponowanej sg sobie
rowne: detA=detA’

2. Jezeli macierze A i B s3 macierzami
kwadratowymi tego samego stopnia to
det(A-B)=detA-detB

3. Dla dowolnego n catkowitego:
det(A")=(detA)"

25
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Wyznacznik macierzy

Algorytm Gaussa obliczania wyznacznikow, dla
macierzy kwadratowych stopnia n=3 i a, ,#0.

ai,2 A1n
Ty
a1 a1
det[A] = a, det|A21 Q22 = Qqn|=
An1 An2 - Qunl
i ai,2 A1n
1 ey per o Bl
a1 aq,1 az,2 Az n
=a, det|0 az; - ayu|=aydet| i - =
. . - ! !
- : Anp2 *° Apn
! !
0 an,z Ann
ag ;
= e i rlly
gdzie: a;;=a;;—a;; = 26



Wyznacznik macierzy

I T [PV R 1
M by | O T ]
' ) 4 2 -4 1-
, aq 1
21 = Az1 a2,1a_=3_3_=0
il
/ ai, 2
) 7 =G a2’1a1i=_4_31=_10
-3
; . ai,3 /2_13
a2,3—a23—‘12,1a—2—3T—?
Az4 = Ay a2,1E:2_3l:_1

ai,1 1 27



Wyznacznik macierzy

‘1 4 —3
2uliiep. " 2 ‘ 13 :
2det|V 10 = —11=2get 31 =
—-19 — -8
31 %
0 -6 2 —3-
13 i
s il e g
1 — 20 10
( ) 20 10 % 61
=(2-(—10) )det 31 = (—20)det|l0 — ——|=
( ) -19 — -8 ( ) AN 10
2 19 12
—6 7 —3- 0 —— —_
10 5 -

28



Wyznacznik macierzy

- 630 off
- 20 10| g
= (—20)det 19 12 —( 20 Zo)det
T
»

B conp . [
= Condet| g = C6det |-
63
— (—69) ( 383)—383

5 )=

29



11:20

Macierz odwrotna

Macierzg odwrotna do macierzy
kwadratowej A stopnia n okresla sie macierz
A spetniajgca warunek:

AA1=A1A=]
gdzie | jest macierzg jednostkowa n-tego
stopnia.

Macierz jest odwracalna tylko wtedy gdy

jest nieosobliwa, a wiec spetniony jest
warunek:

detAz0 30



Wtasnosci macierzy odwrotnej **

Dla macierzy A i B tego samego
wymiaru, odwracalnych, aeR\{0} i neN to

« Al Al AB, aA, A" s3 odwracalne
 det(A1)=(detA)™

o (A1)1=A

 (AB)1=B1A-1

(@A) i=(1/a)(A")

e (An)l=z(A1)n

31



Macierz odwrotna

Macierz odwrotna do A liczy sie wedtug
zaleznosci: 1

i DT
detA

gdzie D jest macierzg dopetnien algebraicznych
macierzy A:

_( 1)i+jM
Gdzie M;; jest wyznacznlklem maaerzy

powstaiej przez usuniecie z macierzy A i-tego
wiersza i j-kolumny

32



Przykiad 1 ol

Wyznaczy¢ macierz odwrotng do A.

1580
A = | 1

gy il i

B o

&
detlo 2 = @RS ENEE 01 0-2:1)

1 2 0

BL b

—(0:3:04+1:2-14+3:2:1) =
=9—-(246)=1 33



Przyktad 1 -

Nalezy wyznaczy¢ macierz dopetnien
algebraicznych:

D, B e é] ST -

N SN

142 1]t B
Di» = (~1)**3det | 5] = (-1)(3) = -3

Dis = (—1)'7 det 5 j] =

Fiay (] -
A =" D=1|-6 3 —7
e - e = | 1 34




Przyktad 1

Macierz D':

7
DTN 3 e
) R

. 77 o TSN, _;
A"l = PT—=—]—3% 3" S 3" 3
detA 1] o ST , o,




Przyktad 2 P

Wyznaczanie macierzy odwrotnej metoda
Gaussa poprzez przeksztatcanie uktadu
macierzy Al do uktadu IA1 za pomoca
elementarnych przeksztatcen:

1. Mnozenia macierzy przez state rozne od
zera

2. Dodawania do elementow wiersza
odpowiadajacych ich elementow innego
wiersza przemnozonych przez dowolng stata

3. Przestawianie wierszy .



Przyktad 2 -

Za pomoca przeksztatcen
elementarnych mozna z zalewnosci:

AA1=]

Wyznaczy¢ macierz odwrotng A do
macierzy A

1+ Z%e
A=1|1 5"™
() o 2

37



Przykiad 2

1L 0 0 0 1&0 %)
1.3 1  Of= |0l
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Przyktad 2

|

|
|

1

0
0

1

0
0

1
0
0

N

O = OO O e

0 1
1]1]-1
1 %

By

0 7
0] |1-3
1 2

11:20

0 0 _21[1'1;2
1 Ol
— 2%

—Wa

—2 1

2
—1
1
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Macierz blokowa (klatkowa) **

Jezeli elementami macierzy A s3 inne
macierze, to takg macierz okresla sie
mianem macierzy blokowej (klatkowa).

ai11 412 Ain
B 1,1 B 1,2 z1 Q22| " (Azn
A= B B — . . . :
Do 1 28
Am1 Amz2l *°° Amn

Podziat na bloki (klatki) moze byc¢
prowadzony w sposob dowolny. 20



Macierze blokowe

Dodawanie i mnozenie macierzy
blokowych realizowane jest analogicznie jak
przy dodawaniu i mnozeniu macierzy, traktuja
bloki jak elementy macierzy.

Bloki utworzone w macierzach muszg miec
wymiary umozliwiajgce wykonanie dziatan:
* Dodawanie — macierze tego samego
wymiaru
* Mnozenie — zgodna liczba kolumn w
pierwszej i wierszy w drugiej macierzy

41



Przyktad 3 11:20
N4 1 T %

Aol8e3 4 0 THESEN A2]=[A1 1] i 3:[31]
0F Osqiiiee 7 A, W g A 3 0
0 ‘D OW ”

c=a8= , |[%]=108, s a0 =[5

2'1+4'2+1'3]=[13]

A1B; = ]2 =[3-1+3-2+4-3 21

0. 42



Macierze blokowe
Macierz diagonalna-blokowa jest
macierzg zawierajacg ha swojej
przekatnej macierze, a pozostate
elementy sg rowne 0.

5 0 0" 0.0 OE

0 3 2| SBEY0" SORSSuma

0.1 30 08 0" 0 O/=mEsR 0 O
4070 093 3 —2 2f o SS{SOREEEE O

ONOED™ 2 1 1 390 O™ A

ONOMED 3 2 2 5 0| VAUEEE" O

OFO"NDE 1 1 3 7°0

L0 070" 0F 00Nl 2

N
i

O (R

11:20
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Macierze blokowe

Wyznacznik macierzy blokowej diagonalnej rowna
sie iloczynowi wyznacznikow macierzy znajdujgcych
sie na przekatne,;.

Jezeli A = [ 0 AJ i macierze A, i A, s3

kwadratowe to: detA=detA,-detA,
Jezeli A = [0 AJ | macuerzeA‘éiA_lsa ¢
1

I 0 A
Jezeli A = [3 I ] i B jest dowolna macierzg o

kwadratowe, nieosobliwe to: A1 =

wymiarach mxn to: A‘l = [ ]
O ”



Wartosci wiashe macierzy o

Dla dowolnej macierzy kwadratowej A
mozna zapisac¢ wielomian charakterystyczny
w postaci: W (1) = det(Al — A)

Rownanie w postaci W (1) = 0 nazywa
sie rownaniem charakterystycznym, a
pierwiastki to wartosci wiasne macierzy.

47



Wartosci wiasne

a) Suma wartosci wtasnych (z krotnosciami) jest rowna sladowi
macierzy tzn. sumie elementow jej przekatnej.

b) Macierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy gdy zero jest jej
wartoscig wtasng,

c) Macierz jest pierwiastkiem wtasnego rownania
charakterystycznego,

d) Macierz symetryczna ma tylko rzeczywiste wartosci wtasne,

e) Jesli A jest wartoscig wlasng macierzy A, to c-A jest wartoscia
wiasng macierzy c-A,

f) Jesli A # 0 jest wartoscig wiasng macierzy A, to 1/A jest
wartoscig wtasng macierzy A%,

g) Jesli A jest wartoscig wtasng macierzy A, to A™ jest wartoscia

wtasng macierzy A™, meN 48



Przykiad 4

Wyznaczy¢ wartosci i wektor wiasny

macierzy A.
Ehad
ARSI 2
0 s
1 0 O ) 1
W) =det{A|0 1 0]—-|2 2 1
Ol N ]
A—3 =2 —1

det| —2 A—2 -1 |=20
0 -1 A-1. 49




Przyktad 4 T

B—61° + 6/ R 11— 1

_

—51°+64—-1

_ —51°+54
|
_A-1

0

(A =54+1)(4—1) =0
A =1,2, ~0.209, 15 ~ 4.791

50



Wektory wartosci wtasnych "

Wektory x wartosci wtasnych otrzymuje
rozwigzujac rownanie (1l — A)x = 0, gdzie
0 jest wektorem zerowym dla kazdego A.
 Otrzymany ukifad bedzie nieoznaczony,
posiadajacy o= wiele rozwigzan.
 Zazwyczaj zapisuje sie postac ogolng
x1=x, a pozostatych elementow wektora
zaleznych od x,

* lub przyjmuje sie ze jeden z elementow
jest rowny 1. s



Wektory wartosci wtasnych "

A—3 X1 0
IXZ = lO]
X3 0

—}
=20 =) e
0 —1% 4 — 1
(A—3)x1 —2x, —x3 =0
— 2 X188 (/1_ 2)96'2 X =0
X+ (A—1)x3 =0

/11 — 1, /12 ~ 0209, /13 ~ 4.791

52



Wektory wartosci wtasnych "
Dla A=1

(1—3)x1—2x2—x3:0
_2x1+(1_2)3€2—x3 — ()
_x2+(1_1))(,'3:0—)x2=0

2x1 X — 0- X3 = —le X
—>l 0 l
iy =l I

53



Wektory wartosci witasnych Fo
Dla A=0.209

(0209 o 3))61 “ 2)62 - x3 —_ 0
—2x; +(0.209 — 2)x, —x3 =0
—x5 +(0.209 — 1)x3; =0

x; = 0.2085x4 0.791x

—0.582x3+0.582x; = 0 [0_208531
>
X, = —0.791x5 X

54



Podobienstwo macierzy

Macierze A i B okresla sie jako podobne
jezeli istnieje taka macierz C, ze spetniona
jest ponizsza zaleznosc:

C1-A-C=B

55
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Przeksztatcenia przez podobienstwo

Dla kazdej macierzy hermitowskiej
mozna zdefiniowac przeksztaicenie
przeprowadzajace j3 w macierz diagonalna.

C1:H-C=D
Przeksztatcajgc powyzsze rOwnanie:

Otrzymamy zaleznosc¢ na i-ty element
macierzy diagonalnej.

56
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Przeksztatcenia przez podobienstwo
Macierz H pomnozona przez wektor (i-ta

kolumne macierzy C) w wyniku daje ten sam
wektor pomnozony przez liczbe di.

Wowczas wektor C. jest wektorem wiasnym
macierzy H z wartoscig wiasna d..

Wektory wiasne macierzy H s3 wiec
kolumnami macierzy C.

Przeksztatcenie macierzy H macierzg C w
macierz diagonalng D okresla sie diagonalizacj3g
macierazy. 57
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Diagonalizacja macierzy

Dla macierzy symetrycznych
(rzeczywistych) podstawowymi metodami
diagonalizacji sa:

* Metoda Jacobiego

* Metoda Householdera

* Metoda Davidsona

Dla macierzy niesymetrycznych:
e Metoda QR

* Metoda Hirao i Nakatsujego

58



Norma macierz e

Norma macierzy kwadratowej A jest
nieujemna liczba | |A| | (nie wyznacznik)
ktora spetnia ponizsze warunki:

1. [|A]]>(0,%°), ||A]]|=0<=>A=0
2. ||aA]|=|a]:||A]], gdzie a jest liczba

a) ||A+B]|=||A]|+[]|B]]
b) [1A-BI]| <|[Al]-]IB]]

59



Norma wektora -

Dla macierzy jednokolumnowej
(wektora) okreslane sg nastepujgce normy:

n

1. Suma modutow: ||A]| = Zlail

i=1
n

2. Norma euklidesowa: ||4]|, = Z:Ia,;l2
\ =1

' max
3. Norma maksimum: ||A||, = ; | x; |

60
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Normy macierzy

Normy macierzy kwadratowy okresla sie
nastepujaco:

1. Suma kolumny: ||A]| = 4 <] < nZ‘a”‘

(=1

m n
2. Norma euklidesowa: ||A4]|, = Z Z‘au‘z

i=1 j=1
N

3. Norma spektralna: [|A|lz = v/ Anax(ATA)
(A) — maksymalna wartosc¢ wartosci wfasnych macierzy A

max

_ max
4. Sumy wierszy: [|Alleo = 4 o5 nZ‘ai,j‘

=
J 61



Przyktad 5 e

Obliczy¢ normy wektora:

A = [54,-9,0,12,3]
|4l =54 4+9 +12 + 3 = 78

IA|l, = +/54% + 92 + 122 + 32 = 56.125
|A]|o = 54

62



Przyktad 6 P

Obliczy¢ normy macierzy kwadratowe;:
32 15
A = | 2% 2]
E] .

Al =max|5 5 3| =5

Al =Vv9+4+1+2+2+1+0+1+1=5

1All; = v/ Amax (ATA) = 4.858
o

|Al|, = max|5| =6

L2 63




Przyktad 6

det(I1— ATA) = 0

AuiEe 0 w3
det( 0 A4 02
0™ 0 A 5
A—13 —10
det( —-10 A-—-9
| -5 —5

A3 EC R TN i)

A=0.031 1=1.365 A=23.604

)-

1Ally = +/ Amax (ATA) = V23.604 = 4.858

11:20
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Przyktad 7

E.=100V
E,=j100 V
2,-2.=10 Q
Z,=Z;=j10 Q2
Z;=2,=-j10 (2
2,2.=20 Q)
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Przyktad 7 i

Dla metody pragdow oczkowych na podstawie
schematu mozna utworzyc graf zorientowany.
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Przyktad 7

Na podstawie grafu tworzona jest macierz incydenc;ji.

0 — jezeli gataz nie nalezy do oczka

1 — jezeli gataz nalezy do oczka, a prad gateziowy jest
zgodny z prgdem oczkowym

-1 — jezeli gataz nalezy do oczka, a prad gateziowy nie jest
zgodny z pragdem oczkowym

1 TS0 0 0 O
L0 FUSESE TR Ol
0 —170 "0 SN0 0
0" 0 0 -1T0We 1 0.
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Przyktad 7 i

Na podstawie struktury obwodu budowana jest macierz
diagonalna impedanc;ji.

vl
Z

o © o oSN
© © o ol EECNE

o o o NESHE U
o oS o o Sl
o | NSRS o o=
Noocoooooa

O O CONNCRERGERERC O
O O O BCEEEERC
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Przyktad 7

Wektory pradow i napiec zrodtowych
0 — jezeli w gatezi nie ma zrodet

ten sam znak — jezeli kierunek (E jest zgodny) (I
jest przeciwny) z kierunkiem pradu gateziowego

znak przeciwny- jezeli kierunek (E jest przeciwny)
(I jest zgodny) z kierunkiem pradu gateziowego

s a7 0

0 0

Eg E, E H
e 0

0



Przyktad 7 i

1. Macierz impedancji wtasnych i wzajemnych
Z=B-Z,;-B'
1. Prady oczkowe
pramp— _1 ° ° e — °
I,=Z'.B(E,—Z; 1,)

1. Prady wypadkowe gatezi uogodlnionych
I=B"-1,

1. Prady gateziowe
I,=1+1,

A
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Przyktad 7 R

1 4
L .
1 4
B:[ y Ly Ly Yy YU,y U, Uy, Uy
y Vy Ly Ly Yy Yy Uy ’
y Ly Ve Yy Ly Ly, YUy ’
y Ve Yy Ly Yy Ly Ly

7d=diaq ([21,22,23,24,25,26,27,28]) ; B



Przyktad 7 ” W R o
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Przykia 7 ’ W =

// prady wic e -
WMIg=I+Iz;
R // wartosciVskiuteCcZHEWPradow w h
i gaieziach |

| .
iy L . ‘ "!Fj

! // WySW1etlanle wynikow

ﬂfdlsp 'wartoscl Saespo lone |
§ pradow’ i
il disp "'wartoscl SKEMECzne |
! pradow'
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Przyktad 7

&

7876106

12.256637

.4424779
.5929204
.4690265
.2212389
.1522124
.3451327

+ + +

oo Rr PN W o0 oy W

pradow

.18584071
.15044251
.36283191
.89380531
.96460181
.68141591
.28318581
.17699121

wartosci zespolone

8.4140632
13.713245
.9778516
.2070316
.3629341
.4852981
.4874103
.6833868

o L O 01 & O
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wartosci skuteczne

pradoéw
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