Dokladnosé i wiarygodnosé obliczen numerycznych

Wstep

Wynik obliczenn numerycznych ma na ogdt charakter przyblizony. Nawet w przypadku poprawnie
sformutowanego modelu matematycznego warto$¢ wyznaczona numerycznie moze réznié sie od
wartosci doktadnej wskutek niepewnosci danych wejsciowych, skonczonej precyzji arytmetyki
komputerowej, aproksymacji wlasciwych danej metodzie numerycznej lub przedwczesnego za-
koniczenia procesu iteracyjnego. Ponadto rozpatrywane zadanie moze wykazywac¢ znaczng wraz-
liwo$¢ na niewielkie zaburzenia danych, wskutek czego nawet zastosowanie algorytmu stabilnego
numerycznie nie gwarantuje uzyskania wyniku o duzej doktadnodci [2, 3].

W obliczeniach z zakresu elektrotechniki wymienione zjawiska wystepuja miedzy innymi
w nastepujacych sytuacjach:

e pomiary napiecia i pradu sa obarczone niepewno$cia, ktéra propaguje sie na wyznaczang
na ich podstawie wartos¢ mocy;

o parametry elementow, takie jak rezystancja, indukcyjnos¢ i pojemno$é, sa okreslone z
ograniczona doktadnoscia wynikajaca miedzy innymi z tolerancji wykonania;

e symulacja stanéw przejSciowych wymaga dyskretyzacji czasu, co prowadzi do btedu zalez-
nego od wartosci kroku czasowego;

e rozwigzanie rozbudowanego ukladu réwnan weztowych moze byé wrazliwe na niewielkie
zmiany przewodnoéci gatezi lub parametréw zrodet;

¢ odejmowanie napieé¢ o zblizonych wartosciach moze prowadzié¢ do istotnej utraty cyfr zna-
czacych.

Celem niniejszego rozdziatu jest wyksztalcenie umiejetnosci identyfikowania podstawo-
wych Zrédet btedéw w obliczeniach numerycznych oraz rozrézniania nastepujacych zagadnien:

1. Jaka jest doktadno$é danych wejéciowych?

2. W jakim stopniu rozpatrywane zagadnienie matematyczne jest wrazliwe na zaburzenia
danych wejsciowych?

3. Jakie btedy wynikaja z zastosowanego algorytmu oraz ze specyfiki arytmetyki komputero-
wej?

4. W jaki spos6b mozna oceni¢ wiarygodno$é otrzymanego wyniku?

Pojecia i metody przedstawione w niniejszym rozdziale stanowia podstawe analiz prowadzo-
nych w dalszych czesciach opracowania, po$wieconych numerycznemu rozwigzywaniu ukladow
rownan, interpolacji, catkowaniu i rézniczkowaniu numerycznemu oraz rozwigzywaniu réwnan
rézniczkowych.



1 Reprezentacja zmiennoprzecinkowa

W arytmetyce zmiennoprzecinkowej liczba jest reprezentowana w postaci
z=(=1)>mp°, (1)

gdzie s okredla znak liczby, m oznacza jej cze$¢ znaczaca, § jest podstawa systemu liczbowego,
natomiast e oznacza wykladnik. W powszechnie stosowanej arytmetyce binarnej przyjmuje sie
8 =2.

Ze wzgledu na skoriczona liczbe bitow przeznaczonych na zapis czedci znaczacej i wyktad-
nika zbiér liczb reprezentowalnych jest skoriczony. W konsekwencji wiekszosé liczb rzeczywistych
podlega zaokragleniu do jednej z liczb dostepnych w danym formacie.

Przy zatozeniu zaokraglania do najblizszej liczby reprezentowalnej oraz przy pominieciu
przepelnienia i niedomiaru operacje te opisuje standardowy model

fi(z) =2(1+90), [0l 5w (2)

gdzie fl(z) oznacza reprezentacje zmiennoprzecinkowa liczby x, natomiast u jest jednostka za-
okraglenia. W arytmetyce binarnej z zaokraglaniem do najblizszej liczby jednostka u jest réwna
polowie odlegtosci pomiedzy liczba 1 a nastepna wieksza liczbg reprezentowalna.

Odlegltosé pomiedzy liczba 1 a najmniejsza liczbg reprezentowalng wieksza od 1 okresla
sie mianem epsilona maszynowego. W $rodowisku Scilab wartos¢ ta jest dostepna jako %eps.

format("e",16) ;

mprintf ("epsilon maszynowy = %.16e\n",%eps);
mprintf (" (1 + %leps) - 1 = %.16e\n", (1+}eps)-1);
mprintf (" (1 + %keps/2) - 1 = %.16e\n", (1+}eps/2)-1);

Odleglosé pomiedzy kolejnymi liczbami zmiennoprzecinkowymi nie jest stalta, lecz zalezy
od ich wykladnika. W obszarze liczb o duzych modutach odlegtosé¢ ta jest wieksza niz w sa-
siedztwie liczb o malych modulach. Z tego wzgledu dodanie niewielkiego przyrostu do liczby o
odpowiednio duzym module moze nie spowodowaé zmiany jej reprezentacji.

Operacje zmiennoprzecinkowe nie zachowuja wszystkich wtasnosci dziatan w zbiorze liczb
rzeczywistych. W szczegdlnosci dodawanie zmiennoprzecinkowe nie musi by¢ taczne:

(a+b)+c#a+ (b+c). (3)

Przyczyna tej wlasciwosci jest zaokraglanie wynikéw posrednich. Jezeli w danej kolejnosci
dziatan dodawane sa liczby o znacznie réznigcych sie modutach, sktadnik o matym module moze
nie wplynaé na wynik reprezentowany w skonczonej precyzji.

Przyktad: Dla
a =10, b= —10'F, c=1

wyrazenie (a+b)+ ¢ przyjmuje wartosé 1, podczas gdy w typowej arytmetyce podwdjnej precyzji
wyrazenie a + (b+ ¢) przyjmuje wartos¢ 0. W drugim przypadku skladnik 1 zostaje utracony na
etapie obliczania sumy b + c.

Kolejnos¢ sumowania rozbudowanych zbioréw danych moze zatem wplywaé na wynik ob-
liczen. Przyktadowo zjawisko to zachodzi¢ moze podczas wyznaczania Sredniej z dlugiego prze-
biegu pradu, obliczania energii na podstawie catki z mocy oraz sumowania strat mocy w wielu
elementach modelu.

Ograniczeniu podlega zaréwno precyzja reprezentacji, jak i zakres mozliwych do zapisa-
nia warto$ci. Wynik o module przekraczajacym najwiekszg liczbe reprezentowalng prowadzi do
przepelnienia (ang. overflow). Z kolei wynik o module mniejszym od najmniejszej dodatniej



liczby normalnej moze zostaé przedstawiony jako liczba subnormalna lub zaokraglony do zera,
co wiaze sie ze zjawiskiem niedomiaru (ang. underflow). Standardy arytmetyki zmiennoprze-
cinkowej przewiduja ponadto wartosci specjalne, w tym nieskoriczonosci oraz NaN (ang. Not a
Number).

W analizie obwodow szczegdlnej kontroli wymaga miedzy innymi dzielenie przez liczbe

bliska zeru. Zaleznoéc¢
7-U
1
moze prowadzi¢ do wartosci o bardzo duzym module, gdy natezenie pradu I jest niewielkie,
natomiast dla I = 0 moze skutkowaé wartoscia nieskoriczona. Taki rezultat nie musi $wiadczy¢
o bledzie implementacji; moze wskazywaé¢ na szczegdlny przypadek modelu matematycznego,

wymagajacy odrebnej interpretacji fizycznej.

2 Zrédla bledéw i niepewnosci

W analizie wiarygodnosci obliczen numerycznych nalezy rozrézni¢ nastepujace zrédta bledéw i
niepewno$ci:

e Blad danych wynika z rozbieznosci pomiedzy warto$ciami wejéciowymi a warto$ciami
odpowiadajacymi przyjetemu modelowi. Przyktadowo jego zrédlem moga by¢ niepewnosci
pomiaréw napiecia, pradu i rezystancji, tolerancje parametréw elementéw oraz zaokragle-
nia danych katalogowych.

o Blad zaokraglenia powstaje w procesie reprezentowania liczb i wykonywania dziatan
w skonczonej precyzji. Bledy tego rodzaju moga kumulowaé sie w wieloetapowych obli-
czeniach lub ulegaé¢ znacznemu wzmocnieniu wskutek niekorzystnej postaci numerycznej
zastosowanego wzoru.

« Btlad obciecia jest konsekwencja zastapienia procesu granicznego jego skonczonym przy-
blizeniem. Wystepuje miedzy innymi w wyniku obciecia szeregu Taylora oraz zastosowania
niezerowego kroku w rézniczkowaniu numerycznym lub numerycznym rozwiazywaniu row-
nan rézniczkowych.

e Blad iteracyjny stanowi réznice pomiedzy biezacym przyblizeniem a granica ciagu itera-
cyjnego. Jego wartosé¢ zalezy miedzy innymi od przyjetego kryterium zbieznoéci, tolerancji
oraz maksymalnej liczby iteracji.

» Blad modelu nie jest bledem numerycznym, lecz moze mie¢ dominujacy wplyw na zgod-
nos¢ wyniku z rzeczywistoscia. Powstaje wowczas, gdy model matematyczny pomija istotne
zjawiska fizyczne, takie jak zalezno$é rezystancji od temperatury, rezystancja przewodow,
nieliniowo$¢ rdzenia magnetycznego czy pojemnosci i indukcyjnosci pasozytnicze.

Nalezy podkresli¢, ze wysoka dokladnosé rozwigzania numerycznego nie kompensuje nie-
doktadnosci modelu matematycznego. Wynik obliczony z malym bledem numerycznym moze
zatem niewlasciwie opisywaé rzeczywisty uktad.

2.1 Btlad bezwzgledny i wzgledny
Dla wartoéci doktadnej x i jej przyblizenia Z btad bezwzgledny wynosi
€abs = |T — x|, (4)

a btad wzgledny
|7 — x

, x #0. (5)

erel = |x‘



Btad bezwzgledny jest wyrazany w jednostce rozpatrywanej wielkosci, natomiast btad
wzgledny jest wielko$cia bezwymiarowa, czesto przedstawianag w postaci procentowej.

Przykltad. Jezeli napiecie wzorcowe wynosi 10,000 V, a obliczona lub zmierzona wartosé¢ wy-
nosi 9,990V, to
eaps = 0,010V, erel = 0,001 = 0,1%.

Ten sam btad bezwzgledny, rowny 0,010 V, przy napigciu wzorcowym 0,020 V odpowiada btedowi
wzglednemu réwnemu 50%. Przyklad ten wskazuje, ze blad bezwzgledny rozpatrywany bez
odniesienia do skali analizowanej wielkosci nie stanowi wystarczajacej miary jakosci wyniku.

Jezeli x jest réwne zeru lub ma modut bliski zeru, btad wzgledny jest niezdefiniowany albo
traci uzytecznos¢ interpretacyjna. W takich przypadkach nalezy stosowaé btad bezwzgledny lub
blad znormalizowany wzgledem charakterystycznej skali rozpatrywanego zagadnienia.

W przypadku nieznanej wartosci dokladnej bezposrednie wyznaczenie btedu nie jest moz-
liwe. Ocene jakoéci wyniku przeprowadza sie wowczas na podstawie wielkoSci dostepnych ob-
liczeniowo, takich jak residuum, estymator bledu, réznice pomiedzy wynikami otrzymanymi
dla réznych wartoséci kroku lub rozwiazanie referencyjne wyznaczone metoda o potwierdzonej,
wyzszej dokladnosci.

3 Utrata cyfr znaczacych przy odejmowaniu

Istotnym zjawiskiem wystepujacym w obliczeniach numerycznych jest katastrofalna utrata cyfr
znaczgeych. Zachodzi ona podczas odejmowania liczb o zblizonych wartosciach, obarczonych
uprzednio btedami zaokraglen.

Rozwazmy obliczenie réznicy

AU =U; — Uy,

gdzie Uy i Uy maja duze, zblizone wartosci, natomiast ich réznica jest niewielka. Jezeli informacja
opisujaca te réznice zostala utracona na etapie reprezentacji operandéw, operacja odejmowania
nie moze jej odtworzyé. Wzgledny btad otrzymanej réznicy moze byé¢ wowczas znacznie wiekszy
od wzglednych bledéw reprezentacji obu napieé.

Przykltad pomiarowy. Podczas pomiaru pradu z wykorzystaniem bocznika wyznaczany jest
niewielki spadek napiecia, na przyklad 50 mV, mimo ze oba wejécia wzmacniacza pomiarowego
moga znajdowadé sie na potencjale rzedu setek woltéw wzgledem masy. W ukladzie fizycznym
doktadnos¢é pomiaru ograniczaja przede wszystkim wspoétczynnik ttumienia skladowej wspoélnej
wzmacniacza, dopuszczalny zakres napie¢ wejsciowych oraz rozdzielczo$é¢ przetwornika. Nume-
rycznym odpowiednikiem tego problemu jest utrata informacji o matej réznicy wskutek obecnoéci
znacznie wiekszej sktadowej wspdlne;j.

Uwaga o przykladach numerycznych. W celu jednoznacznego zilustrowania tego zjawi-
ska w arytmetyce podwdjnej precyzji stosuje sie niekiedy wartosci sktadowej wspdlnej znacznie
przekraczajace zakres napie¢ wystepujacych w rzeczywistych ukltadach, na przyktad 10'2-1019 V.
Wartosci te stuza wyltacznie do przeprowadzenia testu numerycznego i nie stanowia realistycz-
nych parametréw obwodu.

Wplyw utraty cyfr znaczacych mozna w wielu przypadkach ograniczy¢ przez algebraiczne
przeksztatcenie wzoru do postaci korzystniejszej numerycznie. Nalezy réwniez eliminowaé zbedne
tworzenie wartosci posrednich o duzych modutach, jezeli wynik koncowy stanowi ich niewielka
réznice.



4 Wplyw niepewnosci danych na wynik
Jezeli wielko$é wynikowa y jest funkcja wielkosci wejsciowych,
Y= f(xlvaa' . 'axn)y

to wpltyw niewielkich zmian danych wej$ciowych mozna, w ramach przyblizenia pierwszego rzedu,
opisaé¢ za pomoca rézniczki zupelne;j:

n af
i=1 7"

Oszacowanie maksymalnego odchylenia, przy zalozeniu niezaleznego doboru znakéw za-
burzen, mozna uzyskaé¢ z nieréwnosci

n
Ayl <D
=1

Jezeli natomiast u(z;) oznaczaja niepewnosci standardowe wielkosci wejsciowych, ktére sa
wzajemnie nieskorelowane, liniowe prawo propagacji niepewnosci przyjmuje postaé

2w~ (2 i, ®

=1

of
8.%'Z'

Podejscie probabilistyczne nalezy odrézni¢ od oszacowania najgorszego przypadku, poniewaz
metody te opieraja sie na odmiennych zalozeniach i dostarczaja wielkoéci o réznej interpretacji.

Przyklad: moc odbiornika rezystancyjnego

Dla

sz 9)

rézniczka wzgledna wynosi w przyblizeniu

AP AU AR
—_— 22— - —. 10
P U R (10)
Jezeli interesuje nas najgorszy mozliwy modut odchylenia, otrzymujemy
AP
P

|AU|  |AR|
+ .

<9 11

Wspoétezynnik 2 wystepujacy przy wzglednej zmianie napiecia wskazuje, ze przy porowny-
walnych wzglednych niepewno$ciach pomiar napiecia moze wnosié¢ wiekszy udzial do niepewnosci
wyniku niz pomiar rezystancji. Zaleznoé¢ ta wynika z kwadratowej zaleznosci mocy od napiecia.

Przyklad liczbowy. Dla U = 230V, R = 462, wzglednej niepewnosci napiecia 0,5% i rezy-
stancji 1% liniowe oszacowanie najgorszego przypadku daje

AP

B8~ 2 05% + 1% = 2%.
Otrzymane oszacowanie wskazuje, ze niezaleznie od precyzji arytmetyki wykorzystanej do obli-
czen wiarygodnosé koncowej wartoéci mocy jest ograniczona przez niepewnos¢ danych wejscio-
wych.



5 Uwarunkowanie zadania

Uwarunkowanie okresla wrazliwos¢ rozwigzania matematycznego na niewielkie zaburzenia da-
nych wejsciowych. Jest ono wladciwoscia zadania matematycznego, niezalezna od zastosowanego
algorytmu i jego implementacji.

W zadaniu dobrze uwarunkowanym niewielkim wzglednym zaburzeniom danych odpo-
wiadaja niewielkie wzgledne zmiany rozwiazania. W zadaniu zle uwarunkowanym nawet mate
zaburzenie danych moze prowadzi¢ do znacznej zmiany rozwigzania.

Rozwazmy wyznaczanie rezystancji ze wzoru

U
R= T
Jezeli I jest dostatecznie odlegte od zera wzgledem skali btedu pomiarowego, niewielkie wzgledne
btedy U i I prowadza na ogo6t do niewielkiego wzglednego bledu R. Gdy jednak wartosé pradu jest
poréwnywalna z jego bledem bezwzglednym, niepewnos$¢ pomiaru moze zdominowa¢ wyznaczong
warto$é rezystancji. Zroédlem trudnosci jest wowcezas wrazliwo$é zaleznoéei matematycznej w
rozpatrywanym punkcie pracy, a nie sama operacja dzielenia wykonywana przez komputer.

5.1 Uklady réwnan liniowych

Dla ukladu
Az =1b (12)

miarg wrazliwosci jest wskaznik uwarunkowania
R(A) = [|A|AT- (13)

Dla matych zaburzen danych wskaznik x(A) wyznacza goérne oszacowanie ich mozliwego
wzglednego wzmocnienia w rozwigzaniu, przy czym dokladna postaé oszacowania zalezy od
rodzaju zaburzanych danych i przyjetej normy. Jezeli x(A) jest bliski 1, uklad jest dobrze uwa-
runkowany w danej normie. Duza warto$¢ k(A) wskazuje natomiast na mozliwosé znacznej
wrazliwosci rozwiazania na zaburzenia.

W analizie obwodéw role macierzy A moze pelni¢ macierz przewodnosci otrzymana me-
toda potencjaléw weztowych. Zte uwarunkowanie moze wystapi¢ miedzy innymi w modelach
obejmujacych przewodnoéci o bardzo réznych rzedach wielkoéci lub w przypadku dwoch weztdéw
silnie potaczonych ze soba, a jednoczesnie stabo zwigzanych z weztem odniesienia.

W celu rozwigzania uktadu nie nalezy jawnie wyznaczaé macierzy odwrotnej A~!. Zamiast
operacji

zr=A"1b

zaleca sie zastosowanie procedury bezposrednio rozwigzujacej uklad, na przykltad operatora A\b
w $rodowisku Scilab. Takie postepowanie jest na ogét korzystniejsze pod wzgledem doktadnosci
numerycznej i kosztu obliczeniowego [1].

6 Stabilnos¢ algorytmu

Stabilno$é numeryczna jest wlasciwoscig algorytmu. W ujeciu analizy wstecznej algorytm
stabilny prowadzi do wyniku, ktéry mozna interpretowaé jako dokladne rozwiazanie zadania o
nieznacznie zaburzonych danych. Oznacza to, ze algorytm nie wprowadza nadmiernego wzmoc-
nienia bledéw wynikajacych z arytmetyki skoriczonej precyzji.

Uwarunkowanie zadania i stabilnos¢ algorytmu sa pojeciami odrebnymi:

e zastosowanie niestabilnego algorytmu do zadania dobrze uwarunkowanego moze prowadzi¢
do wyniku obarczonego znacznym bledem;



e rozwiazanie zadania zle uwarunkowanego moze by¢ silnie wrazliwe na dane nawet w przy-
padku zastosowania algorytmu stabilnego;

e algorytm stabilny nie eliminuje niekorzystnego uwarunkowania zadania, lecz ogranicza
dodatkowy blad wynikajacy z procesu obliczeniowego.

Interpretacja inzynierska. Jezeli uklad pomiarowy wykazuje niewielks czulo$é¢ na badana
wielko$é, zwiekszenie precyzji obliczen nie usuwa ograniczen wynikajacych z wlasciwosci uktadu
fizycznego. Analogicznie, w zadaniu silnie wrazliwym na dane zastosowanie stabilnego algorytmu
ogranicza dodatkowsg utrate dokladnoéci, lecz nie zmienia uwarunkowania modelu matematycz-
nego.

7 Residuum, btad rozwigzania i btad wsteczny

Dla przyblizonego rozwiazania ¥ uktadu liniowego
Axr=b

residuum wynosi

r=b— Az (14)

Residuum okresla stopien spelnienia réwnania przez obliczone przyblizenie Z. Nie stanowi
ono jednak bezposéredniej miary odlegloéci pomiedzy T a rozwigzaniem dokladnym zx.
Jezeli e = x — ¥ jest bledem rozwiazania, to

Ae =, e=A"lr (15)

Zaleznos¢ ta wyjadnia, dlaczego mala norma residuum nie musi implikowaé¢ matej normy btedu
rozwigzania. Jezeli norma A~! jest duza, niewielkie residuum moze odpowiadaé znacznemu
bledowi rozwiazania.

Praktyczne wzgledne residuum mozna obliczy¢ nastepujaco:

x=A\b;

r=b-A*xx;
eta=norm(r)/(norm(A)*norm(x)+norm(b)) ;
mprintf ("wzgledne residuum = %.6e\n",eta);

Wielko$¢ i stanowi znormalizowana miare residuum i moze by¢ interpretowana jako osza-
cowanie normowego btedu wstecznego: okresla wzgledny poziom zaburzenia danych, dla ktérego
obliczony wektor x bylby rozwigzaniem doktadnym odpowiednio zmodyfikowanego uktadu.

Przyktad obwodowy. W przypadku rownan weztowych Gv = J mata norma residuum ozna-
cza, ze dla obliczonych napie¢ weztowych réwnania bilansu pradéw sa spetnione z duza doktad-
noécia numeryczna. Jezeli jednak macierz G jest zle uwarunkowana, otrzymane napiecia moga
nadal znacznie réznié¢ sie od rozwiazania odpowiadajacego niezaburzonym danym.

8 Kryteria stopu w metodach iteracyjnych

W metodach iteracyjnych konieczne jest okreslenie kryterium zakonczenia obliczen. Przyktadowe
kryterium oparte na normie residuum ma postaé

HrkH S €abs T 5releH- (16)

W powyzszej nieréwnosci wystepuja dwa sktadniki:



o tolerancja bezwzgledna e, ktéra okresla dopuszczalny poziom residuum takze w przy-
padku ||b|| bliskiego zeru;

o skladnik wzgledny e[|, ktéry dostosowuje wymagany poziom dokladnosci do skali pra-
wej strony ukladu.

Wylaczne monitorowanie réznicy kolejnych przyblizen
[kt — i

moze prowadzi¢ do btednych wnioskéw. Niewielkie zmiany iteratéw moga wynikaé¢ ze stagna-
cji procesu, a nie z osiagniecia dostatecznie dokladnego rozwiazania. Z tego wzgledu kryterium
oparte na residuum nalezy laczy¢ z ograniczeniem maksymalnej liczby iteracji oraz, w uzasad-
nionych przypadkach, z kryterium zmiany rozwigzania.

9 Zbieznosé, rzad metody i dobdér kroku

Metode nazywa sie zbiezna, jezeli wyznaczane przez nig przyblizenie dazy do rozwigzania do-
ktadnego przy zmniejszaniu parametru dyskretyzacji lub zwiekszaniu liczby iteracji, zgodnie z
definicja wladciwa danej klasie metod. Dla metody rzedu p btad globalny ma asymptotyczna
postaé

E(h) = Ch? + O(hPT). (17)
Po dwukrotnym zmniejszeniu kroku, w zakresie asymptotycznym, zachodzi zalezno$é
E(h)
~ 2P, 1
B/ 1)

Oznacza to, ze btad metody pierwszego rzedu zmniejsza sie w przyblizeniu dwukrotnie, natomiast
btad metody drugiego rzedu — w przyblizeniu czterokrotnie.

Przykltad: numeryczne rézniczkowanie napiecia

Dla przebiegu sinusoidalnego
u(t) = Uy, sin(wt)

pochodna doktadna wynosi

du _ (wt)
g = Umw cos(wt).
Mozna ja przyblizy¢ réznicg w przdd
u(t+ h) —u(t
Dy — M)~ ult) )

lub réznicg centralna
u(t+h) —u(t—h)
D.(h) = 57, . (20)

Formuta réznicy w przéd charakteryzuje sie bledem obcigcia rzedu O(h), natomiast for-
mula réznicy centralnej — rzedu O(h?). W zakresie asymptotycznym dokladnoéé réznicy cen-
tralnej wzrasta zatem szybciej wraz ze zmniejszaniem kroku.




9.1 Ograniczenia zwigzane ze zmniejszaniem kroku

Zmniejszanie wartosci h redukuje btad obciecia, lecz jednoczesnie zwieksza wzgledne znaczenie
bledéw zaokragleri. W ilorazie r6znicowym odejmowane sa coraz bardziej zblizone wartosci u(t+
h) i u(t), po czym ich niewielka réznica jest dzielona przez mala warto$é h.

W rezultacie zaleznos¢ btedu catkowitego od kroku ma czesto przebieg zblizony do ksztaltu
litery ,,U”:

e dla duzego h dominuje blad obciecia;
e dla poéredniego h wystepuje minimum bledu;
e dla bardzo matego h zaczynaja dominowaé bledy zaokraglen.

Dobér kroku powinien by¢ zatem oparty na analizie zbieznosci, na przyktad na poréwnaniu
wynikéw dla h, h/2 i h/4, nie za$ na arbitralnym przyjeciu najmniejszej wartosci mozliwej do
reprezentowania.

9.2 Obserwowany rzad zbieznosci

Jezeli znany jest blad E(h), obserwowany rzad mozna oszacowaé ze wzoru

_ log(E(h)/E(h/2))
obs = log 2 )

(21)

Uzyskanie wartosci pops zblizonych do teoretycznego rzedu p = 2 wskazuje, ze obliczenia
prawdopodobnie znajdujg sie w zakresie asymptotycznym, a implementacja wykazuje przewi-
dywana zaleznos¢ bledu od kroku. Wyrazny spadek lub nieregularnosé wartosci pops dla bardzo
malych krokéw moze $wiadczyé¢ o dominujacym wplywie bledéw zaokraglen.

10 Koszt obliczeniowy

Doktadno$é stanowi tylko jedno z kryteriéw oceny metody numerycznej. Analiza powinna obej-
mowa¢ réwniez koszt czasowy i pamieciowy.

Zlozono$é obliczeniowa opisuje asymptotyczny wzrost liczby operacji wraz z rozmiarem
zadania n. Przykladowo klasyczna eliminacja Gaussa zastosowana do macierzy gestej wymaga
rzedu

operacji oraz

pamiegci.

W modelach rozleglych sieci elektrycznych wystepuja zazwyczaj macierze rzadkie, ponie-
waz kazdy wezel jest bezpoérednio polaczony jedynie z niewielky czescia pozostalych wezléw.
Przechowywanie takiej macierzy w formacie gestym byloby nieefektywne. Stosuje sie zatem
formaty rzadkie oraz algorytmy, ktorych koszt zalezy przede wszystkim od liczby elementow
niezerowych i struktury ich rozmieszczenia.

Rzetelne poréwnanie metod powinno zatem uwzglednia¢ jednoczesnie:

osiagniety btad lub residuum;

liczbe iteracji, krokéw albo wywotan funkcji;

czas obliczen;

w wiekszych zadaniach réwniez zuzycie pamieci.



Wieksza doktadnosé pojedynczego kroku nie implikuje mniejszego catkowitego czasu obli-
czen. Metoda wyzszego rzedu moze wymagaé¢ wiekszej liczby operacji w kazdym kroku, a zara-
zem osiggaé zadang dokladnosé przy zastosowaniu znacznie wigkszego kroku i mniejszej liczby
krokéw.

11 Minimalny protokét weryfikacji wyniku

Dla kazdego zadania laboratoryjnego zaleca sie stosowanie jednolitego protokotu weryfikacji:

1. Zdefiniowaé¢ dane wejSciowe wraz z ich skala, jednostkami oraz, jezeli jest to zasadne,
niepewnoscia.

2. Okreslié miare jakoSci wyniku: btad bezwzgledny, wzgledny, residuum albo inng norme.

3. Podaé parametry algorytmu: krok, tolerancje, maksymalng liczbe iteracji i zastoso-
wana metode.

4. Obliczy¢ residuum lub blad wzgledem rozwigzania wzorcowego, jezeli jest ono znane.

5. Wykonaé test czutosci numerycznej: zmienié¢ krok, tolerancje, precyzje albo niewielkie
zaburzenie danych.

6. Oceni¢ uwarunkowanie, jezeli wymaga tego charakter zadania, oraz odnotowaé ostrze-
zenia dotyczace osobliwoéci lub bliskosci macierzy do osobliwosci.

7. Ocenié¢ koszt obliczen, uwzgledniajac liczbe iteracji, czas wykonania oraz, w razie po-
trzeby, wykorzystanie pamieci.

8. Sformulowaé wniosek fizyczny, okreslajacy, czy dokladno$¢ numeryczna jest ade-
kwatna do doktadnosci modelu i jakosci danych pomiarowych.

Ostatni etap zapobiega nadinterpretacji doktadnosci numerycznej. Przykiadowo rapor-
towanie wartosci mocy z rozdzielczo$cia do mikrowata nie jest uzasadnione, jezeli napiecie i
rezystancja sa okreslone z niepewnoécia wzgledna rzedu jednego procenta.

12 Przyklady uzupelniajace

Przykltad 1. Rezystancja wyznaczana z dwéch pomiaréw

Dla U
R=—
I
przyjmijmy
U=12,00V, I =200A.
Wtedy R = 6,00. Jezeli oba mierniki maja wzgledna niepewno$é¢ 1%, najgorszy przypadek
daje w przyblizeniu

2%.

|AR| _ |AU| |AI|
< + —
R =~ U I
Zastosowanie w programie typu double nie prowadzi do zmniejszenia niepewnosci wynikaja-
cej z danych wejsciowych. Precyzja arytmetyki moze bowiem znacznie przewyzszaé¢ dokltadnosé
informacji zawartej w danych pomiarowych.

10



Przyktad 2. Energia z prébek mocy

Energie mozna aproksymowaé sumag
N-1
E ~ At Z Pk -
k=0
W powyzszej formule wystepuja co najmniej trzy niezalezne Zrédia bledu:
1. bledy pomiaru probek pg;
2. blad obciecia wynikajacy z zastapienia catki suma;

3. blad zaokraglenia podczas sumowania bardzo duzej liczby sktadnikow.

Jezeli liczba prébek N jest bardzo duza, kolejnosé¢ sumowania moze wpltywaé na najmniej
znaczace cyfry wyniku. W celu ograniczenia tego efektu mozna sumowadé sktadniki w kolejnosci
rosnacych moduléw lub zastosowaé algorytm sumowania kompensowanego, na przyktad algo-
rytm Kahana.

Przyklad 3. Réwnania weztowe

Dla prostego modelu liniowego zapisujemy
Gv=J,

gdzie G jest macierzg przewodnosci, v wektorem napie¢ weztowych, a J wektorem wymuszen
pradowych. Po rozwiazaniu uktadu nalezy sprawdzié

r=J— Guv.

Duza wartos$c¢ ||r|| oznacza, ze otrzymany wynik nie spelnia z odpowiednia doktadnoscia réwnan
wynikajacych z praw Kirchhoffa w przyjetym modelu. Jezeli ||r|| jest male, lecz k(G) ma duza
wartos¢, konieczne jest dodatkowe zbadanie wrazliwo$ci napie¢ na niewielkie zmiany parame-
trow.

Przyktad 4. Dyskretyzacja ré6wnania obwodu RC

Dla roztadowania kondensatora przez rezystor zachodzi

duc 1
— = ——uc.
dt RC ¢
Najprostsza metoda Eulera daje
h
E+1 _ ok k
‘e —Ho T gotlor

Wielko$¢ h oznacza krok czasowy. Zastosowanie zbyt duzego kroku prowadzi do znacznego bledu
dyskretyzacji, a w przypadku niespelnienia warunkéw stabilno$ci moze réwniez powodowaé ja-
kosciowo niepoprawne zachowanie rozwigzania numerycznego. Dla jawnej metody Eulera zasto-
sowanej do rozpatrywanego réwnania warunkiem stabilnosci jest 0 < h < 2RC'; monotoniczny
zanik bez zmiany znaku przyblizenia wymaga dodatkowo 0 < h < RC. Zmniejszenie kroku na
ogbt poprawia doktadnosé odwzorowania przebiegu, lecz zwicksza liczbe krokéw i koszt obliczen,
co ilustruje typowy kompromis pomiedzy doktadnoscia a naktadem obliczeniowym.
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Zadania

Zadania nalezy zrealizowa¢ w ramach jednego skryptu obliczeniowego. Kazdy student stosuje
w calym ¢wiczeniu parametry z jednego wiersza tabeli. W zadaniach, w ktérych wprost po-
dano inne wartosci, parametr zestawu zastepuje odpowiednig warto$¢ nominalng. Dla kazdego
eksperymentu nalezy zarejestrowaé dane wejéciowe, uzyskany wynik, przyjeta miare bledu lub
residuum oraz zwiezty wniosek. Wyniki zaleca sie przedstawia¢ w postaci tabelarycznej.

Zostaw U V] R[] v [% 0r %] to[ms] Rrc K9

1 230 46 0,50 1,00 3,70 1,00
2 220 4 055 0,90 3,50 1,10
3 240 48 045 1,10 3,90 0,90
4 110 22 060 120 2,50 1,20
5 120 24 040 080 2,80 0,80
6 200 50 0,70 100 3,20 1,30
7 210 42 035 1,30 340 0,70
8 225 45 0,65 0,70 3,60 1,40
9 235 47 050 1,40 3,80 0,60
10 250 50 0,30 0,60 4,00 1,50
11 180 36 075 1,10 3,10 0,95
12 150 30 055 0,85 2,90 1,05
13 260 52 040 125 4,10 0,85
14 100 20 080 150 2,20 1,25
15 270 54 025 075 4,30 1,15

We wszystkich zestawach dla obwodu RC przyja¢ C = 100 uF i Uy = 10 V; w eksperymencie
rozniczkowania zachowaé U, = 325 V i f = 50 Hz, zmieniajac tylko #g.

1. Epsilon maszynowy i nielaczno$é dodawania.

(a)

Wyswietli¢ wartos¢ %eps, a nastepnie wyznaczy¢ ja eksperymentalnie. Rozpoczaé od
delta=1 i dzieli¢ wartos¢ delta przez dwa tak dlugo, az w arytmetyce komputera zo-
stanie spetniona rownos$¢ 1+delta==1. Poréwnaé ostatnia warto$¢ zmieniajaca wynik
z %eps.
Dla

a =10, b= —10'F, c=1
obliczy¢ (a + b) 4+ ¢ oraz a + (b + ¢). Wyjasnié, dlaczego wyniki sa rézne, mimo ze
dodawanie liczb rzeczywistych jest taczne.
Powtérzyé obliczenia dla kilku wartosci a = 10¥. Okresli¢ najmniejsze k, dla ktérego
oba sposoby sumowania przestaja dawaé ten sam wynik.
Interpretacja elektrotechniczna: wyjasni¢, dlaczego podobny problem moze wy-
stapi¢ przy sumowaniu bardzo duzej liczby malych przyrostéw energii do duzej war-
tosci skumulowanej albo przy sumowaniu probek o bardzo réznych modutach.

Na co zwrdci¢ uwage. Wniosku nie nalezy ogranicza¢ do ogdlnego stwierdzenia o nie-
doktadnosci obliczen komputerowych. Nalezy wykazaé, ze kazdy wynik posredni jest re-
prezentowany z wykorzystaniem skonczonej liczby cyfr, a kolejno$¢ wykonywania dziatan
wplywa na zakres informacji utraconej wskutek zaokraglen.

2. Utrata cyfr znaczacych.

W uktadzie pomiarowym mala réznica dwéch sygnaléw jest wyznaczana na tle duzej skta-
dowej wspolnej. Przyjaé¢ warto$é réznicowa

AU =0,1V
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i kolejno

Uysp = 103, 10°, 10%, 10", 10" V.

Podane wartosci maja charakter testu numerycznego. Szczegdlnie najwieksze z nich nie sg
realistycznymi napieciami uktadu elektrycznego; stuza do ujawnienia ograniczen arytme-
tyki zmiennoprzecinkowe;.

(a)

Dla kazdej wartosci utworzy¢
Ul = Uwsp + AU7 U2 = Uwspa

a nastepnie obliczy¢

AU = U, — Us.

Wyznaczy¢ btad bezwzgledny i wzgledny obliczonej réznicy.

Dodatkowo obliczyé¢ wzgledny btad reprezentacji samego U;. Poréwnaé go ze wzgled-
nym bledem otrzymanej réznicy. Wyjasnié¢, dlaczego malte wzgledne bledy dwdch
duzych liczb mogg daé¢ duzy wzgledny btad ich matej réznicy.

Wskazaé, od jakiej wartosci sktadowej wspdlnej wynik traci zauwazalna liczbe cyfr
znaczacych.

Odnie$¢ wynik do pomiaru napiecia na boczniku, wejécia réznicowego wzmacniacza
pomiarowego albo réznicy dwoch duzych mocy. Wyjaénié, ktére ograniczenia w rze-
czywistym torze pomiarowym sa analogiczne do problemu numerycznego, a ktére
wynikaja z fizycznych parametréw aparatury.

3. Wplyw niepewno$ci pomiaréw na obliczong moc.

Dla odbiornika rezystancyjnego przyja¢ wartosci nominalne

U2

U=230V, R =146Q, P i

Niepewno$¢ wzgledna pomiaru napiecia wynosi 0,5%, a rezystancji 1%.

Obliczy¢ nominalna moc odbiornika.

Wyznaczy¢ moc dla czterech kombinacji wartodci granicznych:
U(1+0,005), R(1+£0,01).

Podaé¢ najmniejsza i najwicksza moc oraz maksymalne wzgledne odchylenie od war-
tosci nominalnej.

Poréwnaé¢ wynik z liniowym oszacowaniem

|AP| |AU|  |AR|
~ 2 + .
P U R
Ocenié¢, ktéry pomiar ma wiekszy wpltyw na niepewnosé obliczonej mocy.

Powtérzy¢ analize przy dwukrotnie doktadniejszym pomiarze napiecia, pozostawiajac
niepewnos¢ rezystancji bez zmian. Sprawdzié, o ile poprawia sie oszacowanie mocy.

Skomentowaé, czy zwiekszenie liczby cyfr wyéwietlanych przez program zwieksza rze-
czywista doktadnos¢ wyniku, jezeli nie zmienia sie jakos¢ danych wejsciowych.
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4. Uwarunkowanie i residuum modelu obwodu.
Rozpatrzy¢ dwa uklady réwnan weztowych:

2 -1 1,000001 -1 R
Gl_l—1 2]’ GQ‘[ ~1 1,000001]’ ‘]_[—1]‘

Macierz Gy odpowiada dwém weztom potaczonym duza przewodnodcia, ktore sa pota-
czone z weztem odniesienia bardzo maltymi przewodnosciami. W takiej sytuacji niektére
kombinacje napie¢ moga by¢ stabo okreslone przez réwnania.

(a) Dla obu macierzy obliczy¢ cond(G) i rozwiazanie v=G\J.
(b) Zaburzy¢ wektor wymuszen:

J=J+1076 H

i ponownie rozwigza¢ oba uktady.
(c) Obliczy¢ wzgledna zmiane danych
17— 7|
[[71]

oraz wzgledna zmiane rozwigzania

[0 — o]

o]

(d) Poréwnaé iloraz wzglednej zmiany rozwiazania i wzglednej zmiany danych z warto-
$cia cond (G). Nie nalezy oczekiwaé doktadnej réwnosci — wskaznik uwarunkowania
opisuje najgorsze mozliwe wzmocnienie w danej normie.

(e) Dla v obliczy¢ residuum wzgledem pierwotnego uktadu
r=J— Gv.
Wyjasénié¢, dlaczego w zadaniu zle uwarunkowanym malte residuum nie musi oznaczaé
malego btedu napieé.

(f) Sprawdzi¢ réwniez residuum J — Gv. Wyjasnié, dlaczego powinno ono byé¢ bardzo
male, mimo ze v moze istotnie rézni¢ sie od v.

Interpretacja fizyczna. Warto rozrézni¢ dwa zjawiska. Pierwsze to poprawnosé¢ roz-
wiazania numerycznego dla danych, ktore faktycznie przekazano do programu. Drugie to
wrazliwo$é¢ rozwiazania na to, czy te dane sa doktadne. Uktad moze zostaé¢ rozwigzany z
bardzo matym residuum, a mimo to niewielki btad modelu przewodnosci lub Zrédet moze
powodowaé duzg zmiane obliczonych napiec.
5. Eksperyment krokowy dla sygnalu napieciowego.
Napiecie sinusoidalne opisano funkcja
u(t) = 325sin(27w50¢).
Dla chwili
to = 0,0037s
wyznaczy¢ pochodng dokladna
o (to) = 325 - 2750 cos(2m50t),
a nastepnie jej przyblizenia:

Dy(h) = u(to + h})L - u(to)’ Dy(h) = u(to + h)2—hu(t0 - h).

14



(a) Wykonaé obliczenia dla
h=10"2,5-107% 2,5-107%, 1,25-107% s.

(b) Dla obu wzoréw obliczy¢ btad bezwzgledny. Wyniki zestawi¢ w tabeli i przedstawié
na wykresie logarytmicznym bledu w funkcji kroku.

(c) Dla kolejnych par krokéw wyznaczy¢ obserwowany rzad

_ log(E(h)/E(h/2))
log 2 )

obs

Poréwnaé rzad réznicy w przdd i réznicy centralnej.

(d) Rozszerzy¢ eksperyment o mniejsze kroki, np. az do 107'2s, stosujac skale logaryt-
miczna. Sprawdzi¢, czy btad maleje bez korica. Jezeli zacznie rosnaé, wskazaé¢ moment
przejscia od dominacji btedu obciecia do dominacji btedu zaokraglen.

(e) Wskazaé, ktora metoda osiaga zadana dokladno$é przy mniejszej liczbie wywolan
funkcji. Skomentowaé zaleznos¢ pomiedzy krokiem, btedem i kosztem.

(f) Zinterpretowaé u/(t) fizycznie. Dla napigcia na kondensatorze zalezno$é i = C' du/dt
oznacza, ze btad numerycznego rézniczkowania napigcia przeklada si¢ bezposrednio
na btad obliczonego pradu kondensatora.

6. Blad obciecia w symulacji obwodu RC.

Rozpatrzyé¢ roztadowanie kondensatora opisane réwnaniem

duc _ 1
at ~  RC'C
Przyjac
R=1kQ, C=100uF, Uy=10V.

Rozwiazanie dokladne wynosi

uc(t) =Up exp(—RtC> .

(a) Zaimplementowaé¢ jawna metode Eulera

k+1 _ Kk h k

(b) Obliczy¢ przebieg do czasu t = 5RC dla kilku krokéw, np.
h=05RC, 02RC, 0,1RC, 0,05RC.

(c) Dla kazdego kroku obliczy¢ maksymalny blad bezwzgledny wzgledem rozwiazania
doktadnego.

(d) Sprawdzié¢, jak zmienia sie bltad po dwukrotnym zmniejszeniu kroku i oszacowaé ob-
serwowany rzad metody.

(e) Poréwnaé doktadno$é z liczba wykonanych krokéw. Sformutowaé wniosek o kompro-
misie miedzy kosztem a btedem obciecia.

7. Sumowanie energii i wplyw kolejnosci dziatan.

Zalézmy, ze moc chwilowa zostala zapisana jako duzy zbiér probek pg, a energia jest liczona
Z€ WZOru

N
E=At Zpk.
k=1
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(a) Wygenerowaé zbiér zawierajacy bardzo duzo malych wartosci oraz niewielka liczbe
wartosci o znacznie wiekszym module.

(b) Obliczy¢ sume w kolejnosci pierwotnej, po uporzadkowaniu wedtug rosnacego modutu
i wedtug malejacego modutu.

(c) Jezeli sSrodowisko na to pozwala, zaimplementowaé¢ sumowanie kompensowane Kahana
i poréwnaé¢ wyniki.

(d) Za rozwiazanie referencyjne przyja¢ wynik uzyskany w wyzszej precyzji albo dla kon-
strukcji danych, dla ktérej suma dokladna jest znana analitycznie.

(e) Wyjaénié, dlaczego matematycznie réwnowazne kolejnosci dodawania moga dawaé

rézne wyniki numeryczne i w jakich zastosowaniach elektrotechnicznych ma to zna-
czenie.

Podsumowanie ¢wiczenia. Na zakonczenie nalezy przygotowaé tabele zawierajaca dla kaz-
dego zadania:

analizowane zrédto btedu lub niepewnosci;

zastosowana miare jakosci wyniku;

najwazniejszy wynik liczbowy;

obserwowang zalezno$é¢, np. wptyw kroku, uwarunkowania lub kolejnoéci dziatan;
jednozdaniowy wniosek inzynierski.

W podsumowaniu nalezy jednoznacznie rozréznic:

. blad danych i niepewno$¢ pomiarowa;

btad zaokraglenia;

btad obciecia;

. blad iteracyjnys;

. uwarunkowanie zadania;

stabilnosé algorytmu;
btad modelu fizycznego.

Podstawowym celem analizy numerycznej nie jest uzyskanie mozliwie duzej liczby cyfr po

separatorze dziesietnym, lecz okreslenie, ile cyfr otrzymanego wyniku mozna uznaé za wiarygodne

oraz jakie przestanki uzasadniajg te ocene.
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