Rachunek macierzowy

Wstep

Rachunek macierzowy jet podstawowym narzedziem stosowanym przez wiekszos¢ metod nume-
rycznych. Wiele probleméw obliczeniowych mozna rozwiazaé z wykorzystaniem prostych prze-
ksztalcen macierzowych, metodami stosowanymi na zajeciach rachunkowych. Dobrym przykila-
dem moze by¢ zastosowanie rachunku macierzowego przy wyznaczaniu rozptywu pradéw w roz-

galezionym obwodzie elektrycznym metodami:
e pradow oczkowych
» potencjaléw weztowych
o wyznacznikéw

Rozgaleziony obwdd elektryczny [1, 2| jest zlo-
zong struktura galezi polaczonych w wezlach. Kazda
galaz zawiera jeden lub wiecej elementow idealnych i
jest opisana pradem elektrycznym. Wezel charaktery-
zuje potencjal elektryczny; tacza sie w nim co najmniej
dwie galezie. Uktad galezi tworzacych zamkniety kon-
tur, bez galezi wewnetrznych, nazywa sie oczkiem.

Uogélniona postaé¢ galezi elektrycznej budowana
przez idealne elementy pasywne moze zawieraé takze
elementy Zrédtowe (pradowy i napieciowy). Schemat ga-
lezi uogdlnionej pokazano na ryc. 1 [3].

Wyznaczanie rozptywu pradéw galeziowych w
rozgalezionym obwodzie elektrycznym pradu przemien-
nego z wykorzystaniem rachunku macierzowego omo-
wiona zostanie dla przyktadowego ukltadu pokazanego
na ryc. 2.

Ryec. 1. Uogdlniona gataz obwodu elek-
trycznego
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Ryc. 2. Schemat analizowanego obwodu elektrycznego

Kazdy analizowany obwod elektryczny mozna
przedstawi¢ w uproszczonej formie jako graf obrazujacy polaczenia weztow i gatezi. Graf niezo-
rientowany pokazano na ryc. 3a. Po uzupelnieniu go o kierunki pradéw gateziowych i oczkowych
otrzymuje sie graf zorientowany, ktéry utatwia zapis rownan. Kierunki pradéw mozna przyjac
dowolnie. Zwykle kierunki pradow galeziowych przyjmuje si¢ zgodnie z wymuszeniami, a zwroty
pradéw oczkowych — zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, jak na ryc. 3b.

Ryc. 3. Diagram a) niezorientowany i b) zorientowany

Metody pradow oczkowych i potencjaléw weztowych wykorzystuja podobne przeksztaltce-
nia. Podstawa uzyskania poprawnych wynikow jest prawidlowe zapisanie macierzy struktural-
nych opisujacych powiazania elementéw obwodu przedstawione na grafie zorientowanym.

1 Macierze i wektory danych

Elementy pasywne i wymuszenia analizowanego obwodu sa przekazywane do algorytmu za po-
mocg macierzy i wektoréw wspdlnych dla obu metod.

e 7, — diagonalna macierz impedancji gateziowych; kolejne elementy odpowiadaja galeziom



zgodnie z przyjetym indeksowaniem. Jest stosowana w metodzie pradéw oczkowych.

Z, 0 0 0 0 0
0 Z, 0 0 0 0
o0 0 Z; 0 0 0
Zi=10 0 o Z, 0 0 (1)
0 0 0 0 Z5 0
0 0 0 0 0 Z

e W algorytmie metody potencjaléw weztowych wykorzystuje sie diagonalna macierz admi-
tancji Yy = Z; ! utworzong przez odwrécenie niezerowych impedancji na przekatnej.
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o E, - wektor wymuszen napigciowych lokalizujacy potozenie idealnych Zrédet napigciowych
w strukturze obwodu. Potozenie wartosci napiecia zréodta w wektorze opowiada indeksowi
galezi w ktérej jest zlokalizowany. Nalezy pamieta¢ o uwzglednieniu zwrotu zrodia napie-
ciowego zgodnie z ponizszymi zasadami:

- jezeli zwrot zrdédla napieciowego jest przeciwny do zalozonego zwrotu pradu gatezio-
wego, do wektora wymuszen F, wpisuje si¢ napigcie ze znakiem minus,

+ jezeli zwrot Zzrédla napieciowego jest zgodny z zalozonym zwrotem pradu galeziowego,
do wektora wymuszen F, wpisuje si¢ napiecie ze znakiem plus.

Dla analizowanego obwodu wektor przyjmuje postac:
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e I, - wektor wymuszen pradowych lokalizuje polozenie idealnych zrédet pradowych w ob-
wodzie. Prawidlowe zapisanie wektora pradéw zrédtowych jest szczegdlnie istotne dla uzy-
skania prawidtowych wynikéw z metody. Wektor budowany jest w oparciu o galezie i w
odniesieniu do kierunku zalozonych pradéw galeziowych. Zrédlo pradowe jest wlaczane
rownolegle do takiej galezi. Wartos¢ pradu Zrédlowego w wektorze przyjmowana jest:

+ ze znakiem plus jezeli kierunek pradu galeziowego jest przeciwny do kierunku pradu
zrodlowego

- ze znakiem minus jezeli kierunek pradu gateziowego jest zgodny z kierunkiem pradu
zrédlowego



Dla analizowanego obwodu wektor przyjmuje postac:

2 Metoda pradéw oczkowych

W metodzie pradéw oczkowych macierz strukturalna (incydencji) opisuje zalezno$ci miedzy
pradami galeziowymi i oczkowymi. Liczba wierszy zalezy od liczby oczek, a liczba kolumn — od
liczby gatezi. Elementy macierzy przyjmuje sie wedlug nastepujacych zasad:

-1 — jezeli galaz nalezy do oczka, a kierunek jej pradu jest przeciwny do pradu oczkowego,
0 — jezeli galaz nie nalezy do oczka
1 — jezeli galaz nalezy do oczka i kierunek jej pradu jest zgodny z pradem oczkowym

Dla grafu zorientowanego pokazanego na ryc. 3b oczkowa macierz incydencji B przyjmuje
postac:
1 -1 0 0 0 O
B=0 1 1 0 1 -1 (5)
0 0 -1 -1 0 O

Na podstawie zdefiniowanych macierzy i wektoréw danych oraz macierzy incydencji mozna
wyznaczy¢ wartosci pradéw gateziowych na podstawie opisanego ponizej algorytmu.

1. Obliczenie macierzy impedancji wlasnych i wzajemnych:

Z=B-Z; BT (6)

2. Wektor pradéw oczkowych I, wyznacza sie przez rozwigzanie uktadu rownan, pod warun-
kiem ze macierz Z jest nieosobliwa:

Z1l, = B (Eq4— Z4l.) (7)
3. Wyznaczenie pradow galeziowych jest dwuetapowe, zaleznie od wystepowania zrédet pra-
dowych w analizowanym przyktadzie:
I wartosci wypadkowych pradéw galeziowych uogdlnionych

I=BT.1, (8)

IT jezeli w obwodzie wystepuja zrodla pradowe ostateczne wartosci pradéw gateziowych
wyznacza sie z zaleznosci
I,=1+1, (9)



3 Metoda potencjaléw wezlowych

W metodzie potencjaléw weztowych macierz incydencji opisuje zaleznosci miedzy galeziami i
weztami. Liczba wierszy zalezy od liczby weztéw, a liczba kolumn — od liczby gatezi. Elementy
macierzy przyjmuje sie¢ wedlug nastepujacych zasad:

-1 — jezeli galaz jest zwigzana z weztem i zwrot pradu galeziowego jest do wezta
0 — jezeli galaz nie jest zwiazana z weztem,
1 — jezeli galaz jest zwigzana z wezlem i zwrot pradu galeziowego jest od wezta

Dla grafu zorientowanego pokazanego na ryc. 3b petna wezlowa macierz incydencji A, przyjmuje
postac:
11 0 0 0 1
-1 -1 0 0 1 0
o 0 1 -1 -1 0
o 0 -1 1 0 -1

(10)

Suma elementéw w kazdej kolumnie wynosi zero, co pozwala przeprowadzi¢ wstepna weryfikacje
macierzy incydencji.

Metoda potencjatéw weztowych wymaga wybrania wezta odniesienia. Ostateczna macierz
incydencji A powstaje przez usuniecie z macierzy pelnej wiersza odpowiadajacego temu weztowi.
Wybér nie wpltywa na prady galeziowe; w przyktadzie jako wezel odniesienia przyjeto wezet D.

11 0 0 O
A=|(-1 -1 0 0 1

1
0 (11)
0 0 1 -1 -1 0

Weryfikacje poprawnosci utworzenia macierzy incydencji (oczkowej i wezlowej) mozna
przeprowadzi¢ sprawdzajac ponizsze warunki:
ABT ==0 i BAT==0 (12)

Na podstawie zdefiniowanych macierzy i wektoréw danych oraz macierzy incydencji mozna
wyznaczy¢ wartosci pradéw gateziowych na podstawie opisanego ponizej algorytmu.

1. Obliczenie macierzy admitancji wlasnych i wzajemnych:

Y =AYy AT (13)

2. Wektor potencjalow weztowych U, wyznacza sie przez rozwiazanie ukladu réwnan, pod
warunkiem ze macierz Y jest nieosobliwa:

YU, = A(L, — Y4E,) (14)

3. Wektor napieé galeziowych wyznacza si¢ z zaleznosci

U=AaT.U, (15)

4. Ostatecznie wektor pradéw galeziowych oblicza sie z zaleznosci

I,=Yy (U+E,) (16)



4 Weryfikacja obliczeniowa algorytmow

Dla przyktadowego obwodu z ryc. 2 i przyjetych ponizej danych przeprowadzono obliczenia
weryfikujace poprawnosé¢ opisanych powyzej algorytmow.

Z1=10i Q, Zy =(20—20i) Q, Z3=10i 0,

Z,=20Q, Z5y =409, Zg =10 Q,

E, =100i V, E5 = (100 — 1007) V,

L, =2 A, L0 = (1 +Z) A

Kod zrédtowy algorytmoéw obliczeniowych zapisano ponizej.

clear;clc;close();
format ("v",5);
//DANE

Z1=10%%1;
72=20-20%%1;
Z3=10%%1i;

Z4=20;

75=40;

Z6=10;

E1=100%*%1;
E2=100-100%*%1i;
I1z1=2;

Iz2=1+Y%1;

//MACIERZE DANYCH

7 d=[271,72,73,74,75,26] ;
Y d=1./Z_d;
Zd=diag(Z_d);
Yd=diag(Y_4);
Eg=[0;0;0;E2;0;E1];
Iz=[0;0;0;0;Iz2;Iz1];
//MACIERZ INCYDENCJI
B= [1,-1,0,0,0,0;

0,1,1, O 1,-1;
0,0,-1,-1,0,0];
A= [1,1,0,0,0,1,
1,-1,0, 0,1,0,
0,0,1,-1,-1,0;

0,0,—l,l,O,—l];
//METODA PRADOW OCZKOWYCH
Z=B*Zd*B’ ;
Io=Z\ (B*(Eg-Zd*Iz));
I=B’*Io;
Igo=I+Iz;
disp("Wyniki z metody pradéw oczkowych.");
for i=1:6
disp("I"+string(i)+"="+string(Igo(i))+" A, I"
+string(i)+"="+string(abs(Igo(i)))+" A");
end
//METODA POTENCJAROW WEZEOWYCH
g=input ("Podaj numer wezla uziemionego (1-4):");
A(g,:)=[1;
Y=A*xYd*A’;



Uw=Y\ (A% (Iz-Yd*Eg)) ;
U=A’*xUw;
Igw=Ydx (U+Eg) ;
disp("Wyniki z metody potencjatdéw weziowych.");
for i=1:6
disp("I"+string(i)+"="+string(Igw(i))+" A, I"
+string(i)+"="+string(abs(Igw(i)))+" A");
end
format("v",10);
disp("Najwieksza réznica pomiedzy metodami = "+string(norm(Igw-Igo)));

Niezaleznie od wyboru wezta odniesienia wyniki obu metod sa zgodne z réznica rzedu
101, wynikajaca z doktadnogci arytmetyki zmiennoprzecinkowej. Wyniki przykladowej symu-
lacji pokazano ponize;j.

"Wyniki z metody praddéw oczkowych."
"I1=-3.32-%i*1.62 A, I1=3.69 A"
"I2=1.23-%1i%0.43 A, I2=1.3 A"
"I13=-0.48-%i*6.8 A, I3=6.82 A"
"I4=1.6-%i*4.76 A, I4=5.02 A"
"I5=-1.08-%i*1.04 A, I5=1.5 A"
"I6=4.08+%1%2.04 A, 16=4.56 A"

Podaj numer wezta uziemionego (1-4):1
"Wyniki z metody potencjatdéw weziowych."
"I1=-3.32-%ix1.62 A, I1=3.69 A"
"I2=1.23-%1i%0.43 A, I2=1.3 A"
"13=-0.48-%i%6.8 A, I3=6.82 A"
"I4=1.6-%i*4.76 A, I4=5.02 A"
"I5=-1.08-%i*1.04 A, I5=1.5 A"
"I16=4.08+%i*2.04 A, I6=4.56 A"
"Najwieksza réznica pomiedzy metodami = 2.391D-15"

5 Metoda wyznacznikéw (regula Cramera)

Kazdy rozgaleziony obwdd elektryczny mozna opisa¢ za pomocg rownan utworzonych na pod-
stawie I i II prawa Kirchhoffa.
1. Suma natezen prqgdéw wplywajgcych do wezla jest rowna sumie natezen prgdéw wyplywa-
jacych z tego wezla.
2. W zamknietym obwodzie suma spadkéw napieé rowna jest sumie sit elektromotorycznych
wystepujgcych w tym obwodzie.

Dla przyktadowego obwodu mozna wiec zapisa¢ uktad réwnan na podstawie powyzszych
praw. Utworzy¢ mozna trzy réwnania na podstawie II prawa Kirchhoffa i cztery na podstawie I
prawa Kirchhoffa. Przy opisie obwodu elektrycznego jedno, dowolne réwnanie pradowe (I prawo)
pomija sie, jak pokazano na ponizszym ukladzie rownan.

1121 - lzZz =0

IoZo+ 1325+ 1525 — IgZg = —E;
- l3Z3 - l4Z4 == _EQ

I, +1, +l6 =1,

- — I+ I5=1,
I—I1,—Is= L,

(17)

7



Powyzszy uklad mozna nastepnie zapisaé w postaci macierzowej A - x = b, jak pokazano
ponizej.

Z, —Zy O 0 0 0 1, 0

0 Z Z3 0 Zy —Zs| |L| |-E

0 0 _ZS _Z4 0 0 X l3 — _E2 (18)
1 1 0 0 o0 1 1, I,

-1 -1 0 0 1 0 I I,

o 0 1 -1 -1 0| Ul |-Lo]

Metoda wyznacznikoéw, nazywana rowniez regutyg Cramera, jest czesto stosowana do roz-
wiazywania niewielkich uktadéw réwnan na éwiczeniach rachunkowych. Warunkiem jej zasto-
sowania jest niezerowy wyznacznik macierzy gltéwnej. W rozpatrywanym zadaniu wyznacznik
macierzy gltownej wynosi -29000 - 100001, zatem warunek zastosowania reguty Cramera jest
spelniony.

Poszczegdlne wartosci pradéw wyznacza sie dzielac wyznacznik macierzy powstaltej przez
zastapienie kolumny odpowiadajacej wyznaczanemu pradowi wartoéciami z wektora wymuszen.
Zmodyfikowana macierz dla wyznaczenia wartosci pierwszego pradu galeziowego zapisano poni-
z€j.

0 —-Z, O 0 0 0 7
~E, Z» Z3 0 Zy —Zg
_|-E O -Z3 -z, 0 O
Zn = I, 1 0 o 0 1 (19)
I, -1 0 0 1 0

I, 0 1 -1 =1 0

Wartos¢ pradu wyznacza sie jako iloraz wyznacznika zmodyfikowanej macierzy przez wy-
znacznik macierzy gtéwnej ukladu réwnan, jak pokazano ponizej.

Dla przyktadowego obwodu opracowano algorytm oparty na metodzie wyznacznikéw. Uzy-
skane wyniki, pokazane ponizej, sa zgodne z rezultatami metod pradéw oczkowych i potencjatow
weztowych.

"Wyniki uzyskane metoda wyznacznikéw."
"I1=-3.32-%ix1.62 A, I1=3.69 A"
"I2=1.23-%1i%0.43 A, I2=1.3 A"
"I3=-0.48-%i%x6.8 A, I3=6.82 A"
"I4=1.6-%i*4.76 A, I4=5.02 A"
"I5=-1.08-%i%1.04 A, I5=1.5 A"
"I16=4.08+%1%2.04 A, I6=4.56 A"

Wyniki zweryfikowano za pomocg funkcji linsolve(). Funkcja rozwiazuje réwnanie w
postaci Ax+b = 0, dlatego w analizowanym przypadku drugi argument nalezy podaé ze znakiem
minus.

--> Ispr=linsolve(Z,-b) --> abs(Ispr)
Ispr = ans =
-3.32 - 1.621 3.69
1.23 - 0.431 1.30
-0.48 - 6.81 6.82
1.6 - 4.761 5.02
-1.08 - 1.041 1.50
4.08 + 2.04i 4.56



Zadania

Dla obwodu pradu sinusoidalnego nalezy wyznaczy¢ zespolone napiecia i prady. Wezel 0 jest
weztem odniesienia, a zwrot gatezi jest zgodny z kolejnoécia weztdow w tabeli. Parametry bazowe
galtezi wynosza:

Galaz | od do | R[] L [mH] C [uF]
G1 1 0 20 20 0
G2 1 2 10 15 0
G3 2 0 30 0 100
G4 2 3 12 10 0
G5 3 0 40 0 47
G6 1 3 25 0 0

Kazdy student przyjmuje parametry swojego zestawu; kz mnozy wszystkie wartosci R, L i C, a
zrodta pradowe maja zwroty 0 — 1 oraz 3 — 0.

Zestaw  f [Hz] kz LAl o1 Ix [A] ¢2
1 50 1,00 50 0  1,50;-30

2 60 0,90 45 10 1,20;-20
3 40 1,10 55 -10  1,80; -40
4 75 0,80 4,0 20 1,00; -45
5 100 1,20 60 0 2,00;-15
6 45 0,95 52 15 1,40;-35
7 55 1,05 48 -15  1,60;-25
8 80 0,85 35 30  1,10; -60
9 25 1,30 65 0  2,20;-10
10 120 0,75 30 45  0,80; -45
11 50 1,15 58 20 1,70; -50
12 90 0,92 42 25 1,30;-20
13 30 1,25 62 5 2,10;-30
14 150 0,70 2,8 60  0,70; -60
15 65 1,08 51 -5  1,55;-35

1. Obliczy¢ impedancje wszystkich gatezi i utworzy¢ macierzowy opis obwodu metoda poten-
cjatow weztowych. Napiecie wezta odniesienia przyjaé réwne zeru.

2. Rozwiaza¢ uklad réwnan i wyznaczy¢ prady galeziowe. Dla tego samego obwodu wybraé
trzy niezalezne oczka, utworzy¢ takze uktad réwnan metody pradow oczkowych i poréwnaé
prady galeziowe.

3. Zweryfikowaé¢ rozwigzanie przez obliczenie normy residuum oraz sprawdzenie I prawa
Kirchhoffa w weztach i II prawa Kirchhoffa w niezaleznych oczkach.

4. Przedstawi¢ wybrane napiecia i prady w postaci algebraicznej, biegunowej oraz na wykresie
wskazowym. Wyniki zapisa¢ do pliku CSV.

Funkcje obliczeniowe nalezy zapisa¢ w zewnetrznym pliku *.sci. Schemat odtworzony na
podstawie danych, réwnania, przyjete zwroty i wyniki weryfikacji nalezy zamieéci¢ w sprawoz-
daniu.

Zadanie rozszerzajace. Dla wybranego ukladu 3 x 3 wyznaczy¢ rozwiazanie metoda wy-
znacznikéw (regula Cramera), opisang w tym rozdziale, i poréwnaé je z rozwigzaniem otrzyma-
nym operatorem \. Skomentowaé¢ przydatno$¢ tej metody dla wiekszych uktaddow.
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