Uklady réwnan liniowych — metody bezposrednie

Wstep

Za pomoca ukladéw réwnan liniowych opisywanych jest wiele obiektéw i zjawisk fizycznych.
Uktad réwnan liniowych zapisuje sie najczesciej w postaci

Ax—-b=0 (1)
albo réwnowaznie
Ax =b. (2)
W zapisie elementowym:
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Macierz A jest kwadratowa i ma wymiar m X m, natomiast b i x sg wektorami kolumno-
wymi dlugosci m. W obliczeniach dotyczacych obwodéw pradu stalego elementami macierzy sa
najczesciej rezystancje lub konduktancje. W sinusoidalnym stanie ustalonym stosuje sie impe-
dancje, admitancje i fazory:

A e R™™ 3lbo A € C™*™,

Metody przeznaczone do obliczen recznych bywaja nieefektywne dla duzych uktadéw: wy-
magaja wielu operacji i znacznej ilo$ci pamieci, zwlaszcza gdy liczba niewiadomych siega setek
lub tysiecy [1, 3]. Znane metody rozwiazywania ukladéw réwnan liniowych mozna podzieli¢ na
dwie grupy [2]:

1. metody skonczone,
2. metody iteracyjne.

Metody skoniczone wyznaczaja rozwigzanie po skoniczonej liczbie operacji w arytmetyce
doktadnej. W obliczeniach zmiennoprzecinkowych wynik jest jednak obarczony btedami zaokra-
glen. W niniejszym ¢wiczeniu oméwiono trzy podejscia:

1. rozkiad LU,
2. rozklad Cholesky’ego LLT i LL*,
3. eliminacje Gaussa oraz Gaussa—Jordana.

Przedmiotem analizy bedzie rozgaleziony obwdd elektryczny pradu statego pokazany na
ryc. 1. Dla przedstawionego ukladu mozna zapisaé rownania na podstawie I i Il prawa Kirchhoffa,
wykorzystujac graf pokazany na ryc. 2.
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Ryc. 1. Schemat drabinkowego obwodu rozgatezionego pradu statego

l¢

Ryc. 2. Graf obwodu z ryc. 1

Roéwnania napieciowe: RiI1 + Ryly — Rol> = Ei,
Rols + Rsls — Rsls + Ryl; = Eo, (4)
— Ryly — Rs15 + Rglg = B3 — Es.

Roéwnania pradowe: A— L —1y— I =0,
B—Iy+1,—1I5 =0,
C—Is+ 13— Ig+ 1,5=0,
D—1I;—I,—1—I,,=0.
Na podstawie réwnan napieciowych (4) i pradowych (5) mozna zbudowaé¢ pelny uklad
rownan albo przejs¢ do mniejszego uktadu oczkowego. W drugim przypadku skrypt musi dodat-

kowo wyznaczaé prady galeziowe na podstawie pradéw oczkowych, przez co cze$¢ kodu zalezy
od topologii konkretnego obwodu. W przyktadzie rozpatrzono oba podejscia.
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1 Macierze rzeczywiste i zespolone

Podstawowe dziatania w rozkladzie LU oraz metodach eliminacyjnych maja taka sama postaé
dla liczb rzeczywistych i zespolonych. Réznice dotycza sposobu wyboru elementu gtéwnego oraz
warunkow stosowania rozktadu Cholesky’ego.

Dla macierzy rzeczywistej symetria oznacza

A =AT (6)
Dla macierzy zespolonej nalezy odrézni¢ zwykla symetrie
A=AT (7)
od hermitowskosci
A=A"=A". (8)

Macierz zespolona symetryczna nie musi by¢ hermitowska. W szczegélnosci macierz impedan-
cyjna wzajemnego obwodu RLC jest czesto zespolona symetryczna, ale niehermitowska.
Rzeczywista macierz symetryczna jest dodatnio okreslona, jezeli

x’Ax >0  dla kazdego x # 0. (9)
Zespolona macierz hermitowska jest dodatnio okreslona, jezeli
x"Ax >0 dla kazdego x # 0. (10)
W analizie sinusoidalnego stanu ustalonego rezystancje zastepuje sie impedancjami:
Ry — Z) = Ry +iXy. (11)

Macierz A oraz wektory x i b zawieraja wtedy liczby zespolone. Algorytmy rozwiazywania
ukladu Ax = b zachowuja dotychczasowa postaé, natomiast przed zastosowaniem rozkladu
Cholesky’ego nalezy sprawdzi¢ hermitowskosé i dodatnia okre$lono$é macierzy.

Pelny uklad réwnan Kirchhoffa

W metodach eliminacyjnych kolejny krok wymaga dzielenia przez element gtowny. Jezeli ele-
ment gléwny jest zerowy lub bardzo maly w stosunku do pozostalych wspélczynnikéw, nalezy
zamieni¢ wiersze albo wiersze i kolumny. Zamiana wierszy wymaga wykonania tej samej opera-
cji na wektorze prawej strony. Zamiana kolumn zmienia kolejno$é niewiadomych i wymaga jej
odtworzenia po zakonczeniu obliczen.

Dla analizowanego przypadku pelne réwnanie macierzowe ma postac

Ri —R, 0 Ry 0 0 0]][nQ E

0 Ry, —R3 0 Rs 0 Ryl |D 2

0 0 0 —Ry —Rs Rg 0] |I3 Es — Ey

1 0 0 -1 0 =1 0]||L|= 0 . (12)
0 1 0 1 =1 0 0| 0

0 0 1 0 1 1 0| — 1.

-1 -1 0 0 0 0 1| I

W macierzy (12) wystepuja zera na przekatnej. Dla konkretnego przykladu mozna prze-
stawi¢ rownania:

(R —R, 0 Ry 0 0 O01][n] [ Ei ]

-1 -1 0 0 0 0 1| I

0 0 1 0 1 1 0]l 1.

1 0 0 -1 0 =1 0]l |L|= 0 . (13)
0 1 0 1 =1 0 0| 0

0 0 0 —Ry —Rs Rg 0] |Ig Es — Ey

(0 Ry, -Ry 0 Ry 0 Ryl |I:] | E» |




Jednorazowe przestawienie réwnan nie zastepuje jednak wyboru elementu gtéwnego wyko-
nywanego w kolejnych krokach eliminacji. Dla innych wartosci parametréw obwodu pézniejszy
element gléwny moze okazaé sie zerowy albo numerycznie zbyt matly.

Uklad réwnan oczkowych

Dla obwodu rozgatezionego mozna zapisa¢ uktad RI, = F, okreslajac macierz rezystancji wta-
snych i wzajemnych oraz wektor napie¢ zrédtowych. Uktad oczkowy ma zwykle mniej niewiado-
mych, a jego macierz dla obwodu rezystancyjnego jest symetryczna. Jezeli jest ponadto dodatnio
okrelona, mozna zastosowaé rozklad Cholesky’ego LLT .

Dla rozpatrywanego obwodu uktad przyjmuje postaé

Ry + Ry + Ry —Rs —Ry I FEy
—Ry Ry + R34+ Rs + Ry —Rs Ir | = |B2— R3lo — Rel | . (14)
—Ry —Rs Ry+ Rs + Re | |11 E3 — E5

Prady galeziowe wyznacza si¢ z zaleznosci

L =1,

Iy = -1y + I,

I3 =—1.2— Iy,

Iy =1 — I, (15)
Is = —I3— I — .2,

Is = Ipy1,

I; =11 — 1.9 — I3.

W przypadku obwodu RLC macierz rezystancji zastepuje si¢ macierza impedancji. Macierz
A moze by¢ wtedy zespolona symetrycznas:

A=AT,
ale zwykle nie jest hermitowska:
A#£A".

Zwykla symetria zespolona nie wystarcza do zastosowania LL*. Dla takiej macierzy nalezy
zastosowaé ogollny rozklad LU z wyborem elementu gtéwnego.

2 Metody skonczone

Metody bezposrednie wyznaczaja rozwiazanie po skoriczonej liczbie operacji w arytmetyce do-
kladnej. Dla gestej macierzy m x m typowy koszt eliminacji jest rzedu O(m?), a koszt pamieci
— O(m?).

Metody te wykorzystuja przeksztalcenia elementarne. W podstawowej eliminacji wykonuje
sie operacje na wierszach:

e mnozenie wiersza przez niezerows, liczbe,
e dodawanie wielokrotnosci jednego wiersza do drugiego,
e zamiane dwbch wierszy.

Operacje te nalezy wykonywaé jednocze$nie na macierzy gtownej i wektorze prawej strony.

Zamiana kolumn odpowiada zmianie kolejnosci niewiadomych. Stosuje si¢ ja w pelnym
wyborze elementu gldéwnego, a po zakonczeniu obliczen trzeba odtworzy¢ pierwotna kolejnosé
rozwigzania.



3 Rozklad LU

Rozklad LU polega na przedstawieniu macierzy jako iloczynu macierzy tréjkatnej dolnej i gérnej.
Przed rozktadem, a nastepnie w jego kolejnych krokach, nalezy w razie potrzeby zamieniaé cale
wiersze macierzy A. Te same zamiany wykonuje sie na wektorze b. Po ich uwzglednieniu rozktad

ma postaé
A =LU. (16)

Rozwiazanie uktadu przebiega dwuetapowo:

Ly = b, podstawianie w przod, (a7)
Ux =y, podstawianie wstecz.

Sama nieosobliwo$¢ macierzy nie gwarantuje mozliwosci wykonania rozkladu A = LU
bez zamian wierszy. Rozktad bez wyboru elementu gléwnego wymaga niezerowych kolejnych
elementéw gltownych. Dla ogdlnej nieosobliwej macierzy nalezy stosowaé czesciowy wybor ele-
mentu gtéwnego.

Wyznacznik nie powinien by¢ podstawowym numerycznym testem przydatnosci metody.
Jego warto$¢ zalezy od skali macierzy i moze byé obarczona znacznym bledem. W praktyce
kontroluje sie moduly elementéow gtéwnych oraz uwarunkowanie macierzy.

Czesciowy wybor elementu gtéwnego
W kroku k wybiera si¢ w pozostalej czesci kolumny element o najwiekszym module:

p = arg max|a|. (18)

i=k,...,n

Nastepnie zamienia sie wiersze k i p. Dla liczb rzeczywistych symbol |a;;| oznacza wartosé
bezwzgledna, a dla liczb zespolonych — modut:

laix| = \/Re(aik)z + Im(ak)?. (19)

Jezeli najwiekszy dostepny modut jest mniejszy od przyjetej tolerancji, macierz nalezy
uzna¢ za osobliwa numerycznie.

Algorytm Doolittle’a

W rozktadzie Doolittle’a przyjmuje sie jednostkowe elementy na przekatnej macierzy dolnotréj-
katnej:
lip = 1. (20)

Ogdlna zaleznos¢ na elementy diagonalne ma postaé

k-1
lokUkk = Qkk — Y LisUsk- (21)

s=1

Po przyjeciu Iy = 1 z réwnania (21) otrzymuje sie jawny wzér:

k—1
Ukl = Ak — Y Lestsk- (22)
s=1
Pozostale elementy k-tego wiersza macierzy U oblicza siedla j =k +1,...,n:
k—1
Ukj = Qkj — Z kst (23)
s=1



Elementy k-tej kolumny macierzy L oblicza sie dlai=k+1,...,n:

k-1
ajk — _ listsk
s=1

Uk

liy, =

(24)

Pelny zapis algorytmu bez wyrdzniania operacji przestawien mozna przedstawi¢ nastepu-

jaco:
dlak=1,...,n,
ek =1,
k-1
lekUkk = Qkk — Y lsUsk,
s=1
k-1
Uk = gk — Y lkstsk,
s=1

dlaj=k+1,...,n,

k—1
Ugj = Qj — Z lkstusj,
s=1

dlai=k+1,...,n,

k—1
Aife — 25:1 lisusk

i, =
Ukl

(25)

Przed wykonaniem kroku k nalezy zastosowaé cze$ciowy wybdr elementu gtéwnego zgodnie
z réwnaniem (18). Przy zamianie wierszy trzeba odpowiednio przestawi¢ macierz A, wektor b

oraz wczesniej obliczone elementy macierzy L.

Algorytm ma taka sama postaé¢ dla liczb rzeczywistych i zespolonych. W rozkladzie LU

nie wykonuje sie sprzegania elementéw macierzy.

Wyniki przyktadu
Dla obwodu z ryc. 1 przyjeto
R, =509, E, =100V,
Dla pelnego uktadu Kirchhoffa otrzymano:

Wyniki z metody LU:
I_LU[1]=-0.417
I_LU[2]=-1.917
I_LU[3]=-2.667
I_LU[4]=0.5
I_LU[5]=-1.417
I_LU[6]=-0.917
I_LU[7]=2.667

Dla uktadu oczkowego:

Wyniki z metody LU:
I_LU[1]=-0.417
I_LU[2]=-2.333
I_LU[3]=-0.917

Po przeliczeniu pradéw oczkowych na gateziowe otrzymuje sie wyniki zgodne z rozwiaza-

niem pelnego ukladu w granicach przyjetej tolerancji numeryczne;j.



4 Rozklad Cholesky’ego — LL” i LL*

Rozklad Cholesky’ego jest szczegdlnym przypadkiem rozkladu tréjkatnego. Dla rzeczywistej
macierzy symetrycznej dodatnio okreslonej ma postac

A =LL7T, (26)
a dla zespolonej macierzy hermitowskiej dodatnio okreslonej
A =LL". (27)

Symbol L* oznacza transpozycje ze sprzezeniem zespolonym.
7 dodatniej okreslonosci wynikaja miedzy innymi nastepujace wtasnosci:

e macierz jest kwadratowa i symetryczna w przypadku rzeczywistym albo hermitowska w
przypadku zespolonym,

o wszystkie wartosci wlasne sg rzeczywiste i dodatnie,
o wszystkie gléwne minory wiodace sa dodatnie.

Kryterium gtéwnych minoréw jest uzyteczne teoretycznie i dla matych macierzy. W ob-
liczeniach numerycznych nie zaleca sie¢ wyznaczania wielu wyznacznikow. Praktycznym spraw-
dzeniem dodatniej okreslonosci jest proba wykonania rozktadu Cholesky’ego z kontrola wartosci
pod pierwiastkiem.

Macierz L inicjuje sie zerami i wypelnia kolumnami:

dlak=1,...,n,

k—1
lek = | akk — > lkslks,
s=1

(28)
dlai=k+1,...,n,
[ = %k — S lislks
ik lkk .
Kreska nad elementem oznacza sprzezenie zespolone. Zachodzi
lksm = ’lks‘z- (29)

Tloczyn ten jest rzeczywisty i nieujemny. Dla danych rzeczywistych

E = lk57

wiec wzor zawiera lzs. Element [ wybiera sie jako dodatni rzeczywisty pierwiastek.
Warunki dla macierzy rzeczywistej. Macierz musi by¢ symetryczna i dodatnio okreslona.

Warunki dla macierzy zespolonej. Macierz musi by¢ hermitowska i dodatnio okreslona.
Zwykla symetria A = AT nie wystarcza.

Macierz impedancji obwodu pradu przemiennego moze byé¢ zespolona symetryczna, lecz
niehermitowska. W takim przypadku nalezy zastosowaé rozklad LU z czedciowym wyborem
elementu gltéwnego. Dla macierzy hermitowskiej nieokreslonej mozna zastosowaé rozktad LDL*
z wyborem elementu gltéwnego.

Metode Cholesky’ego sprawdzono dla rzeczywistego, symetrycznego i dodatnio okreélonego
uktadu oczkowego z réwnania (14). Otrzymano:



Wyniki z metody LL’:
Ichol[1]=-0.417
Ichol[2]=-2.333
Ichol[3]=-0.917

Wyniki sa zgodne z rezultatami rozkladu LU w granicach przyjetej tolerancji numeryczne;j.

5 Metody eliminacji

Metody eliminacyjne przeksztalcaja uklad Ax = b do postaci z macierza tréjkatna, diagonalng
albo jednostkowa. W kazdym kroku element gltéwny uzywany jako dzielnik musi byé¢ rézny od
zera w przyjetej dokladnosci numerycznej.

W przypadku czesciowego wyboru elementu gtéwnego przeszukuje sie pozostaty czeéé bie-
zacej kolumny i wybiera element o najwiekszym module. Zasada ta obowiazuje zaréwno dla liczb
rzeczywistych, jak i zespolonych.

5.1 Eliminacja Gaussa

Eliminacja Gaussa przeksztalca macierz A do postaci tréjkatnej gérnej. Otrzymany uktad Ux =
b, w ktérym b jest wektorem po wykonanych przeksztalceniach, rozwiagzuje sie nastepnie przez
podstawianie wsteczne.

Algorytm z czesciowym wyborem elementu gléwnego mozna zapisaé nastepujaco:

dlak=1,...,n—1,

p = arg max|ag,
i=k,...,n

zamien wiersze kip w A ib,
dlat=k+1,...,n,

ai (30)
Mmik =

Okk
dla j =k,...,n,

Gij < Qij — MifQkj,
bi < bi — mikzbk~
Normalizowanie wiersza w kazdym kroku nie jest konieczne. Pozostawienie niejednostko-

wych elementéw na przekatnej zmniejsza liczbe dzielen. Dla liczb zespolonych algorytm pozostaje
bez zmian, a element gtéwny wybiera sie¢ wedlug modutu.

5.2 Eliminacja Gaussa—Jordana

W metodzie Gaussa—Jordana macierz uktadu jest przeksztalcana do macierzy jednostkowej, a
wektor prawej strony — do wektora rozwiazania. Metoda eliminuje elementy zaréwno ponizej,
jak i powyzej biezacego elementu gltéwnego.



Algorytm z czesciowym wyborem elementu gtéwnego ma postaé:

dlak=1,...,n,
p = arg max|a;|,
i=k,...,n

zamien wiersze kip w A ib,

d = agk,
dla j =k, ..., n,
Py

AN (31)
bk<—b—k,

d
dlai=1,...,n, i#k,

m = Gk,

dlaj=k,...,n,

Qij < Q35 — mag;,
bi — bi — mbk.

Algorytm dziala dla danych rzeczywistych i zespolonych. Dla pojedynczego wektora pra-
wej strony wymaga wiecej operacji niz eliminacja Gaussa i zwykle nie jest metodg preferowang.
Pozostaje jednak uzyteczny dydaktycznie oraz przy wyznaczaniu zredukowanej postaci schod-
kowej.

Dla przyktadowego obwodu otrzymano wyniki zgodne z rozktadem LU:

Réwnania Kirchhoffa:
Igauss[1]=-0.417
Igauss[2]=-1.917
Igauss[3]=-2.667
Igauss[4]=0.5
Igauss[5]=-1.417
Igauss[6]=-0.917
Igauss[7]=2.667

Roéwnania oczkowe:
Igauss[1]=-0.417
Igauss[2]=-2.333
Igauss[3]=-0.917

6 Ocena dokladnos$ci rozwigzania

Niezaleznie od zastosowanej metody rozwiazanie nalezy zweryfikowaé przez obliczenie réznicy
b — AX. Zalecang miarg jest wzgledne residuum wsteczne:
b — AX||o
[A oo [[Xloc + [Iblloo

(32)

Wzér ma taka sama postaé dla liczb rzeczywistych i zespolonych, poniewaz norma wektora
zespolonego uwzglednia moduty jego elementéw.

Mate residuum oznacza, ze wyznaczone przyblizenie prawie spetnia uktad réwnan. Nie gwa-
rantuje jednak malego bledu rozwiagzania, jezeli macierz jest zle uwarunkowana. Z tego wzgledu
nalezy podawaé réwniez uwarunkowanie macierzy oraz, gdy jest dostepne rozwiazanie odniesie-
nia, wzgledny blad rozwigzania.



7 Przyklady macierzy zespolonych

Macierz odpowiednia dla LL*

Rozwazmy macierz

4 141
A= [1 —~i 3 (33)
Macierz jest hermitowska:
A=A".
Jej gtéwne minory wiodace wynosza
4 >0, det(A) =10 > 0,
dlatego jest dodatnio okreslona i mozna zastosowa¢ rozkltad LL*.
Macierz zespolona symetryczna
Rozwazmy macierz
|4+21 —1+i
A=1040 34 (34)
Macierz jest zespolona symetryczna:
A=AT,
ale nie jest hermitowska:
A£A".

Nie mozna wiec stosowaé standardowego rozkladu LL*. Wlaéciwag metoda jest rozktad LU z
czesciowym wyborem elementu gtéwnego.

8 Doboér metody

Tab. 1. Dobor metody do wtasnosci macierzy

Wtasnos$ci macierzy Zalecana metoda

rzeczywista, ogélna i nieosobliwa LU albo eliminacja Gaussa z cze-
Sciowym wyborem elementu gléw-
nego

zespolona, ogdlna i nieosobliwa LU albo eliminacja Gaussa z cze-
Sciowym wyborem elementu gléw-
nego

rzeczywista, symetryczna i dodatnio okreslona LLT

zespolona, hermitowska i dodatnio okreslona LL*

zespolona symetryczna, lecz niehermitowska LU z czeSciowym wyborem ele-
mentu gtéwnego

hermitowska nieokreslona LU z czeSciowym wyborem ele-
mentu gléwnego

Zadania

Dla pasywnej sieci rezystorowej nalezy utworzy¢ macierz A ukladu weztowego i wektor prawej
strony b. Wezel 0 jest weztem odniesienia. Rezystory bazowe opisuje tabela:
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od do RI[Q] od do RI[Q]
R1| 1 0 10 R6 3 4 6
R2| 1 2 5 R7 | 4 0 20
R3| 2 0 15 R8 | 4 5 10
R4 | 2 3 8 RO | 5 0 25
R5 | 3 0 12 R10 | 2 5) 30

Wartosci wszystkich rezystoréw nalezy pomnozyé przez kr, a bazowy wektor wymuszen
[2,0,1,0,—0.5]7 A przez k.

Zestaw | 1 2 3 4 5 6 7 8
kr [ 0,70 0,75 080 085 0,90 0,95 1,00 1,05
ky | 140 1,35 1,30 1,25 1,20 1,15 1,10 1,05

Zestaw | 9 10 11 12 13 14 15
kr | 1,10 1,15 1,20 125 1,30 1,35 1,40
k; | 1,00 095 090 085 080 0,75 0,70

1. Sprawdzié¢, czy macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona. Obliczy¢ jej uwarun-
kowanie. Wyznacznik potraktowaé jako informacje pomocnicza, a nie podstawowy test
numeryczny.

2. Rozwiazaé¢ uktad
Ax =D

za pomocy wlasnej implementacji rozktadu LU z czgSciowym wyborem elementu gtéwnego.

3. Jezeli macierz spetnia odpowiednie warunki, rozwigzaé uklad za pomoca rozkladu Chole-
sky’ego. Zastosowaé réwniez eliminacje Gaussa albo Gaussa—Jordana.

4. Dla kazdej metody obliczyé¢ wzgledne residuum wsteczne (32) oraz blad wzgledem rozwia-
zania odniesienia. Na podstawie napie¢ weztowych wyznaczyé prady w rezystorach.

5. Poréwnaé koszt obliczen, uwarunkowanie i doktadnos¢ otrzymanych wynikéw. Sprawdzicé
wplyw wylaczenia czeSciowego wyboru elementu gltéwnego.

6. Dla hermitowskiej macierzy z pierwszego przykladu wykonaé rozktad LL*, obliczyé roz-
wigzanie zespolonego ukladu i sprawdzi¢ btad rekonstrukcji

|A - L1
[AT

7. Dla zespolonej macierzy symetrycznej z drugiego przykladu sprawdzi¢ zwykla symetrie
i hermitowskos¢. Wyjasni¢, dlaczego nie mozna zastosowaé¢ LL*, a nastepnie rozwiazac
uktad metoda LU.

8. Wyniki zespolone przedstawi¢ w postaci algebraicznej oraz w postaci modul-argument.
Zadanie rozszerzajace. Zmienia¢ wartos¢ rezystora R6, przyjmujac kolejno 0,5, 1, 2, 10 i

100 jego wartodci z zestawu, i zbada¢ wplyw na uwarunkowanie macierzy, moduly kolejnych
elementéw gléwnych oraz dokltadnos$é rozwigzania.
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