Uklady réwnan liniowych — metody iteracyjne

Wstep

Omowione w poprzednim rozdziale metody bezposrednie wyznaczajg rozwigzanie uktadu po
skoniczonej liczbie operacji. Dla duzych, zwtaszcza rzadkich uktadéw rzedu tysiecy lub milionéw
niewiadomych, moga jednak wymagac¢ zbyt duzo pamieci i czasu obliczen.

Alternatywa sa metody iteracyjne, ktére tworza ciag przyblizen i koncza obliczenia po osig-
gnieciu zadanej doktadnosci €. Nalezy jednak pamietaé, ze zbiezno$é zalezy od macierzy, metody,
kolejnosci réwnan oraz przyjetych parametréw. Nie kazdy uklad prowadzi do rozwiazania [1, 3].

Celem ¢wiczenia jest opracowanie skryptéw obliczeniowych na podstawie omdéwionych al-
gorytmow wybranych metod numerycznych i wyznaczenie na ich podstawie wartoéci pradow
lub napie¢ w analizowanym obwodzie. Przedstawione algorytmy mozna stosowaé zaréwno do

uktadéw rzeczywistych
A e R™"™, x,b € R,

jak i do uktadéw zespolonych
A eCmm, x,b e C".

W drugim przypadku elementami macierzy sg najczesciej impedancje lub admitancje, a elemen-
tami wektoréw — fazory praddéw i napieé.
W ramach ¢wiczenia analizowane bedzie zastosowanie metod:

1. Richardsona,
2. Jacobiego,

3. Gaussa—Seidela,
4. nadrelaksacji.

Metody iteracyjne wyznaczaja rozwiazanie uktadu réwnan liniowych poprzez ciag kolej-
nych przyblizen obliczanych na podstawie wcze$niej wyznaczonych wartosci. Wymagaja wiec
podania pierwszego przyblizenia rozwigzania. Zazwycza] przyjmuje sie wektor zerowy, jednak
dla uktadu zespolonego moze to by¢ réwniez wektor fazoréw otrzymany z wezedniejszego punktu
pracy.

Ogdlna postaé iteracji stacjonarnej mozna zapisa¢ nastepujaco [3]:

x(k) = (I - Q_1A> x*D 4+ Q7'b, k>1, (1)

gdzie Q jest nieosobliwg macierzg charakterystyczng dla wybranej metody. Nie nalezy w progra-
mie jawnie wyznacza¢ macierzy odwrotnej Q!. Dzialanie odpowiadajace mnozeniu przez Q!
nalezy realizowaé przez rozwiazanie odpowiedniego uktadu réwnan.

Poszczegdlne metody omdwiono na przyktadzie obwodu elektrycznego analizowanego w
poprzednim ¢éwiczeniu, jak pokazano na ryc. 1.
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Ryc. 1. Schemat obwodu rozgatezionego pradu statego
Dane dla zadania przyktadowego:

R,=50Q, E,=100V, I,,=5A.

Dla analizowanego ukladu mozna wyprowadzi¢ ukltad réwnan liniowych AT = b. W

obliczeniach wykorzystano uktad wyprowadzony bezposrednio z praw Kirchhoffa oraz uktad
oczkowy.

Uklad ré6wnan Kirchhoffa.
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Uklad pradéw oczkowych.
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Prady galeziowe oblicza sie z zaleznoéci

L =1,

Iy = —1y + I,

I3 = —1.2 — Iy,

I, =1 — I, (4)
Is = —1I3 — I — L2,

Is = Ipyyp,

In =11 — 1.9 — I3.

1 Macierze rzeczywiste i zespolone

Algorytmy iteracyjne majg taka sama postaé dla liczb rzeczywistych i zespolonych. Réznice
dotycza przede wszystkim wtasnosci macierzy uzywanych w twierdzeniach o zbieznoéci.
Dla macierzy rzeczywistej symetria oznacza

A=AT (5)

Dla macierzy zespolonej odpowiednikiem symetrii wymaganym miedzy innymi w twierdzeniach
dotyczacych macierzy dodatnio okreslonych jest hermitowskosé:
A=A*"=A" (6)
Macierz zespolona moze spetnia¢ A = AT, a jednoczesnie nie by¢ hermitowska. Taka sytuacja
wystepuje czesto w macierzach impedancyjnych obwodéw pradu przemiennego.
Macierz rzeczywista symetryczna albo zespolona hermitowska jest dodatnio okreslona,
jezeli
x"Ax >0 dla kazdego x # 0. (7)

W przypadku rzeczywistym sprzezenie nie zmienia wartodci i x* = xZ.
przyp y Yy prz¢

Numeryczna kontrole hermitowskosci mozna zrealizowa¢ nastepujaco:

liczba_rownan=size(macierz_ A,"r");

skala_macierzy=norm(macierz_A,1);

if skala_macierzy<1l then
skala_macierzy=1;

end

tolerancja_H=100%1liczba_rownan*jeps;
blad_H=norm(macierz_A-macierz_A’,1)/skala_macierzy;

if blad_H<=tolerancja_H then

disp("Macierz jest numerycznie hermitowska.");
else

disp("Macierz nie jest hermitowska.");
end

Operator > w Scilabie oznacza transpozycje ze sprzezeniem. Operator .’ oznacza trans-
pozycje bez sprzezenia.

W przypadku macierzy rzeczywistej mozna sprawdzi¢ zwykla symetrie, zastepujac w ko-
dzie macierz_A’ wyrazeniem macierz_A.’. Dodatnia okre$lono$¢ najwygodniej kontrolowaé
przez prébe rozktadu Cholesky’ego albo sprawdzenie, czy wszystkie wartoéci wlasne macierzy
hermitowskiej sg dodatnie.



Pelny uktad Kirchhoffa moze zawiera¢ réwnania o réznych jednostkach i skalach: réw-
nania napieciowe z impedancjami oraz réwnania pradowe ze wspdélczynnikami 1 i —1. Przed
zastosowaniem metody iteracyjnej nalezy wiec rozwazy¢ skalowanie wierszy albo uzycie ukladu
weztowego lub oczkowego. Zbieznos¢ metod stacjonarnych nie jest niezmiennicza wzgledem do-
wolnego skalowania réwnan.

2 Kryteria stopu i kontrola zbieznosci

Stata liczba iteracji moze okazaé si¢ niewystarczajaca albo nadmiarowa. Podstawowym kryte-
rium stopu powinno by¢ wzgledne residuum wsteczne [2]:
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Pomocniczym warunkiem jest wzgledna zmiana rozwiazania:
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Malta zmiana kolejnych przyblizen nie gwarantuje matego residuum, dlatego nie powinna by¢
jedynym kryterium zakonczenia obliczen.

Oba warunki dziataja bez zmian dla wektoréw zespolonych, poniewaz norma wykorzystuje
moduty ich elementéw. Przyktadowy kod ma postaé:

residuum=wektor_b-macierz_Ax*wektor_x_nowy;
mianownik=norm(macierz_A,%inf)*norm(wektor_x_nowy,%inf)
+norm(wektor_b,%inf) ;

if mianownik==0 then
blad_residuum=norm(residuum,%inf) ;

else
blad_residuum=norm(residuum,%inf) /mianownik;

end

skala_zmiany=norm(wektor_x_nowy,%inf);
if skala_zmiany<1 then
skala_zmiany=1;
end
blad_zmiany=norm(wektor_x_nowy-wektor_x,%inf)/skala_zmiany;

Algorytm powinien koniczy¢ dziatanie réwniez po przekroczeniu maksymalnej liczby itera-
cji. Wykrywanie rozbieznosci moze uwzgledniaé kilka kolejnych wartosci residuum, jednak dla
macierzy niehermitowskich mozliwy jest przejSciowy wzrost bltedu mimo pdzniejszej zbieznosci.
7 tego wzgledu trwale narastanie residuum nalezy traktowaé jako kryterium praktyczne, a nie
twierdzenie o rozbieznodci.

3 Metoda Richardsona

W metodzie Richardsona macierza Q jest przeskalowana macierz jednostkowa. Iteracja przyj-
muje postaé [3]:
x®) = x(-=1) 4 (b - Ax(kfl)) , (10)
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gdzie w jest rzeczywistym wspoélczynnikiem relaksacji. Dla w = 1 otrzymuje sie
x®) = (T — A)x*D 4 b (11)
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym zbieznosci iteracji stacjonarnej jest
pI-wA) <1, (12)

gdzie p oznacza promien spektralny. Warunek [|[I — wA|| < 1 jest warunkiem wystarczajacym,
ale nie koniecznym.
W Scilabie promien spektralny mozna obliczy¢ nastepujaco:

liczba_rownan=size(macierz_A,"r");
macierz_iteracji=eye(liczba_rownan,liczba_rownan)
-wsp_relaksacji*macierz_A;
wartosci_wlasne=spec(macierz_iteracji);
promien_spektralny=max(abs(wartosci_wlasne));

Macierz rzeczywista. Jezeli A jest rzeczywista, symetryczna i dodatnio okreslona, wszystkie
jej wartosci wlasne sa rzeczywiste i dodatnie. Wtedy

2

max T )\min

0<w< (13)

w, =
) opt
>\max A

Macierz zespolona. Wzory (13) pozostaja prawdziwe dla macierzy zespolonej tylko wtedy,
gdy jest ona hermitowska i dodatnio okreslona. Dla ogdlnej macierzy zespolonej wartosci wlasne
moga by¢ zespolone i nie mozna wybieraé¢ Api, oraz Apax na podstawie ich zwyklego porzadku.
Nalezy bezposrednio sprawdzaé¢ warunek (12).

Jezeli wszystkie wartosci wtasne ogdlnej macierzy zespolonej majg dodatnie czesci rzeczy-
wiste, to dla rzeczywistego w > 0 warunek

2Re()\;
0 < w < min # (14)
A
zapewnia |1 —w;| < 1. Dla macierzy silnie niehermitowskiej moze mimo to wystapi¢ przejsciowy
wzrost residuum.
Dla macierzy oczkowej (3) przy R = 50 wartosci wlasne wynosza

63,3975
A~ | 200 |. (15)
236,6025
Stad
0 < w < 0,008453, wopt ~ 0,006667. (16)

Wartos¢ w = 0,006 rowniez zapewnia zbiezno$¢ i prowadzi do wynikow pokazanych na ryc. 2.



Wyniki:

Imetody[1]=-0.417
Imetody[2]=-2.333
Imetody[3]=-0.917

Ryc. 2. Zbieznoé¢ rozwiazania uktadu oczkowego w meto-
dzie Richardsona dla w = 0,006

4 Metoda Jacobiego

Punktem wyjscia jest stosowany wczesniej rozklad macierzy [1, 3]:
A=L+D+01, (17)

gdzie L zawiera elementy polozone ponizej przekatnej, D — elementy diagonalne, a U — elementy
polozone powyzej przekatnej. Jest to ta sama konwencja oznaczen, ktéra zostala przyjeta w
poprzednim rozdziale.

Kolejne przyblizenie ma postac

xF) = DL+ U)x® + Db, (18)
Metoda jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy
p(-DTHL+U)) <1. (19)

Algorytm indeksowy ma postac

2 — S b; — Zaijxgk) . (20)

‘ Qi s
J#i
Wymagane jest a;; # 0 dla wszystkich 4.
Scista dominacja diagonalna
n
Jazi| > > |y (21)
j=1
J#
jest warunkiem wystarczajacym zbieznosci zaréwno dla macierzy rzeczywistej, jak i zespolonej.

W przypadku zespolonym symbole wartosci bezwzglednej oznaczaja moduty liczb zespolonych.
Przyktadowa implementacja indeksowa dziata dla obu rodzajéw danych:



liczba_rownan=size(macierz_A,"r");
wektor_x=zeros(liczba_rownan,1)+0*%i;

for licznik_iteracji=1:maks_iteracji
wektor_x_nowy=zeros(liczba_rownan,1)+0%*%1i;

for i=1:1iczba_rownan
suma_poza_przekatna=0;
for j=1:liczba_rownan
if j<>i then
suma_poza_przekatna=suma_poza_przekatna ...
+macierz_A(i,j)*wektor_x(j);
end
end
wektor_x_nowy(i)=(wektor_b(i)-suma_poza_przekatna)
/macierz_A(i,i);
end

// Obliczenie residuum zgodnie z réwnaniem (residuum).
wektor_x=wektor_x_nowy;
end

Za pomocg wersji macierzowej i indeksowej przeprowadzono symulacje obu przyktadowych
uktaddéw rzeczywistych. Zbieznosé uzyskano dla uktadu oczkowego; wyniki i przebieg zbieznosci

pokazano na ryc. 3.
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Ryc. 3. Zbieznos$¢ modelu oczkowego w metodzie Jacobiego

5 Metoda Gaussa—Seidela

Metoda Gaussa—Seidela jest modyfikacja metody Jacobiego, w ktérej przy obliczaniu kolejnych
sktadowych wykorzystuje sie wartosci juz zaktualizowane w biezacej iteracji [1, 3]:

(L +D)x* ) = —Uux® +b. (22)

Stad
x*+D) = (L + D) 'Ux® 4+ (L+ D) 'b. (23)



Ogdélnym warunkiem zbieznoéci jest
-1
p(-(L+D)'U) <1 (24)
Algorytm indeksowy ma postaé
S, 0 N W)
bl' - Zaijznj ) Z aijznj
7=1

it e e (25)

Warunki dla macierzy rzeczywistej. Metoda jest zbiezna miedzy innymi dla macierzy
rzeczywistej symetrycznej dodatnio okreslonej oraz dla macierzy Scidle diagonalnie dominujace;j.

Warunki dla macierzy zespolonej. Odpowiednikiem pierwszego warunku jest hermitow-
skoéé¢ i dodatnia okreslonoéé. Scista dominacja diagonalna zapisana za pomocg moduléw réwniez
pozostaje warunkiem wystarczajacym. Dla ogdlnej macierzy zespolonej nalezy sprawdzaé pro-
mien spektralny.

W kodzie indeksowym wystarczy uzywaé¢ wektora juz aktualizowanego:

wektor_x_nowy=wektor_x;

for i=1:1liczba_rownan
suma_pod=0;
for j=1:(i-1)
suma_pod=suma_pod+macierz_A(i,j)*wektor_x_nowy(j);
end

suma_nad=0;

for j=(i+1):liczba_rownan
suma_nad=suma_nad+macierz_A(i, j)*wektor_x(j);

end

wektor_x_nowy(i)=(wektor_b(i)-suma_pod-suma_nad)
/macierz_A(i,i);
end

Dla rzeczywistego ukladu oczkowego metoda osiagneta zadana dokladnosé szybciej niz
metoda Jacobiego, jak pokazano na ryc. 4.
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Ryc. 4. Zbieznos¢ modelu oczkowego w metodzie Gaussa—Seidela

6 Metoda nadrelaksaciji

Metoda nadrelaksacji jest modyfikacjg metody Gaussa—Seidela. Wspdtezynnik w skaluje zmiane
kolejnego przyblizenia. W niniejszym rozdziale stosowany jest rzeczywisty wspotczynnik w [3].
Macierzowa postaé iteracji wynosi

x5 = (D + wL) 71 ((1 = w)D — wU) x® + w (D + wL) ' b. (26)

Algorytm indeksowy mozna zapisaé w czytelnej postaci

i—1 n
R+ _ 1 — ae® 2 @ g (D) R0 o7
x; (1—-w)z;” + ol ;azng j:zz'-:u aigT; " | - (27)

Macierz rzeczywista. Jezeli macierz jest symetryczna i dodatnio okreslona, metoda nadre-
laksacji jest zbiezna dla
0<w<2. (28)

Macierz zespolona. Ten sam przedzial gwarantuje zbiezno$¢ dla macierzy hermitowskiej do-
datnio okreslonej. Dla ogdlnej zespolonej macierzy symetrycznej albo niehermitowskiej warunek
0 < w < 2 nie jest gwarancja. Dla kazdej badanej wartosci nalezy sprawdzi¢

p((D+wl)™ (1 -w)D -wl)) <1 (29)

albo przeprowadzi¢ kontrolowany eksperyment numeryczny z ograniczeniem liczby iteracji i kon-
trola residuum.
Przykladowa aktualizacja w Scilabie:

wartosc_gaussa_seidela= ...
(wektor_b(i)-suma_pod-suma_nad)/macierz_A(i,i);
wektor_x_nowy(i)=(1-wsp_relaksacji)*wektor_x(i)
+wsp_relaksacji*wartosc_gaussa_seidela;

Dla przyktadowych uktadéw rzeczywistych wykonano przeglad wartosci w ze skokiem 0,01.
Dla uktadu Kirchhoffa najszybsza obserwowang zbieznos¢ uzyskano w poblizu w = 0,67, a dla



uktadu oczkowego w poblizu w = 1,12. Sa to wyniki wlaéciwe dla konkretnych macierzy i nie
nalezy przenosié¢ ich bez sprawdzenia na inny uktad, zwtaszcza zespolony.
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Ryc. 5. Zbiezno$¢ modelu Kirchhoffa Ryc. 6. Zbieznos¢ modelu oczkowego

7 Przyklad ukladu zespolonego

Do sprawdzenia implementacji dla liczb zespolonych mozna wykorzystaé¢ nastepujacy uktad opi-
sujacy przyktadowy obwod RLC:

4421 —1+05i 0 100
A=|-14+05 5+i —-1-05|, b=]0]. (30)
0 ~1-05i 3+2i 5i

Macierz A jest zespolona symetryczna, poniewaz A = AT ale nie jest hermitowska: A #
A*. Jest jednoczesnie écisle diagonalnie dominujaca w sensie modutéw, dlatego metody Jacobiego
i Gaussa—Seidela sg zbiezne. Dla tej macierzy promienie spektralne wynosza w przyblizeniu

p(-DT(L+U)) ~ 02833,  p(-(L+D)"U) = 00803

Przyklad pokazuje, ze hermitowskos¢ nie jest konieczna do zbieznosci tych metod, jezeli spel-
niony jest inny warunek wystarczajacy.
Macierz i wektor mozna zapisa¢ w Scilabie nastepujaco:

macierz_ A=[4+2%Y1i, -1+0.5%%i, O;
-1+0.5%%i, 5+%i, -1-0.5%%1;
0, -1-0.5%%i, 3+2*%i];

wektor_b=[100;0;5*%i] ;

Rozwiazanie nalezy przedstawiaé¢ zaréwno w postaci algebraicznej, jak i przez modut oraz
argument fazora. Warto$é odniesienia mozna obliczyé operatorem

wektor_odniesienia=macierz_A\wektor_b;
Zadania

Do pierwszej czeéci obliczen nalezy wykorzysta¢ macierz i wektor zapisane ponizej. Kazdy stu-
dent mnozy wektor J przez wspoélczynnik k; swojego zestawu. Dla wszystkich metod przyjac
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x(0 =0, tolerancje wzglednego residuum 1078 i limit 5000 iteracji.

0.3 —0.2 0 0 0
—-0.2 0.425 —0.125 0 —0.0333333
G=| 0 —0.125 0.375 —0.1666667 0
0 0 —0.1666667 0.3166667 —0.1
0 —0.0333333 0 -0.1 0.1733333

Wektor wymuszen dla zestawu ma postaé
T
J=ks[2 0 10 —05] .

Zestaw‘ 1 2 3 4 5 6 7 8
ky ‘0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05

Zestaw | 9 10 11 12 13 14 15
k; | 1,10 1,15 120 125 1,30 1,35 1,40

1. Zaimplementowa¢ metody Jacobiego i Gaussa—Seidela. Jako podstawowe kryterium stopu
przyja¢ wzgledne residuum wsteczne (8). Algorytm powinien réwniez przerywaé obliczenia
po przekroczeniu limitu iteracji.

2. Dla kazdej macierzy sprawdzi¢ brak zerowych elementéw diagonalnych, dominacje diago-
nalng oraz warunki zbieznoéci zapisane w tresci rozdziatlu za pomoca promienia spektral-
nego. Poréwnaé¢ wynik przewidywania z rzeczywistym przebiegiem residuum.

3. Zaimplementowaé metode nadrelaksacji. Przeszukaé zakres 0 < w < 2 najpierw ze skokiem
0,1, a nastepnie zagesci¢ siatke w otoczeniu wartosci dajacej najmniejsza liczbe iteracji.
Dla kazdej wartoéci sprawdzi¢ takze warunek zbieznosci zapisany za pomoca promienia
spektralnego.

4. Poréwnac liczbe iteracji, czas obliczen, norme residuum oraz btad wzgledem rozwigzania
bezposredniego.

5. Dla kazdej metody wykresli¢ wzgledne residuum w funkcji numeru iteracji w skali loga-
rytmicznej. Zinterpretowaé wplyw parametru w na szybkos¢ zbieznosci.

6. Powtérzy¢ obliczenia dla zespolonego uktadu (30). Sprawdzi¢ oddzielnie zwykla symetrie i
hermitowskos$¢ macierzy. Wyniki przedstawié jako liczby zespolone oraz w postaci modut—
argument.

7. Wyjasni¢, dlaczego przedzial 0 < w < 2 nie stanowi ogélnej gwarancji zbieznosci dla
zespolonej macierzy niehermitowskiej, mimo ze moze zawiera¢ wartosci prowadzace do
zbieznosci.

Zadanie rozszerzajace. Zaimplementowaé metode Richardsona. Dla rzeczywistej macierzy
symetrycznej dodatnio okre$lonej dobraé¢ parametr na podstawie skrajnych wartosci wiasnych.

Dla macierzy zespolonej dobra¢ parametr przez minimalizacje promienia spektralnego p(I—wA)
na zadanej siatce wartos$ci w. Poréwnaé zbieznos¢ z metoda Jacobiego.
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