Numeryczne rozwigzywanie rownan nieliniowych

Wstep

Wiele zjawisk fizycznych opisuja zaleznosci nieliniowe. Niektére z nich mozna linearyzowaé z
zachowaniem wystarczajacej doktadnosci i analizowaé metodami z poprzednich rozdziatéw. Gdy
linearyzacja problemu nie jest mozliwa lub prowadzi do zbyt duzego btedu, nalezy zastosowaé
metode przeznaczong do rownan nieliniowych.

Rozwiazania réwnan nieliniowych wyznacza si¢ zwykle metodami iteracyjnymi. Obliczenia
konczy sie po spelnieniu kryterium zbieznosci z tolerancja e. W rozdziale oméwiono nastepujace
metody [1, 2]:

1. bisekcji

2. regula falsi

3. siecznych

4. stycznych

5. iteracji prostej

Numeryczne rozwiazywanie rownania nieliniowego powyzszymi metodami iteracyjnymi re-
alizowane jest zazwyczaj w $cisle okreslonym przedziale (a, b), w ktérym oczekiwane jest wyste-
powanie poszukiwanego rozwiazania.

Waznym kryterium determinujacym szybko$é i doktadnosé odnalezienia rozwigzania réw-
nania jest dopuszczalny blad obliczen e réwnania f(z) = 0. W najprostszym rozwiazaniu kryte-
rium granicznego poszukiwania rozwiazania sprawdza sie warunek f(zy) < e. Jezeli warunek jest
spelniony uznaje sie warto$¢ x; za rozwiazanie, jezeli nie, kontynuuje sie obliczenia wyznaczajac
kolejne przyblizenie. Nalezy jednak zwrdcié¢ uwage na rozpieto$é poprawnego rozwigzania dla wy-
branego btedu dopuszczalnego. Zagadnienie to najlepiej rozpatrywaé na konkretnym przypadku
réwnania nieliniowego (1).

f(ZL’) _ 102~sin(1.5~a:) - 52-cos(1.5~ac) (1)

Charakterystyke pokazujaca przebieg funkcji w przedziale (—2,4), jak pokazano to na
ryc. 1.



Ryc. 1. Przebieg przykladowej funkeji nieliniowej

W analizowanym przedziale (—2,4) funkcja ma trzy miejsca zerowe, oznaczone na ryc. 1
jako obszary I, Il i I1I. W obszarach I i I1] male nachylenie funkcji powoduje, ze warunek
|f(x)| <0.02 dopuszcza szeroki zakres wartosci x, z bledem siegajacym okolo €, = +0.04.

Ryc. 2. Otoczenie I (i I1]) miejsca zerowego

Dlatego kryterium oparte wytacznie na wartosci funkeji nalezy uzupeini¢ warunkiem do-
tyczacym zmiany argumentu. Mozna jednocze$nie wymagaé |f(zy)| < e oraz |z, — xp—1| < €.
Taki zapis rozdziela tolerancje residuum réwnania od tolerancji samego rozwigzania.

Wszystkie omawiane w ¢wiczeniu metody rozwiazywania rownan nieliniowych opieraja sie
na tym samym algorytmie iteracyjnym, pokazany ma ryc. 3.
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Ryc. 3. Uogdlniony algorytm rozwiazywania réwnania nieliniowego metoda krokowa.

1 Metoda bisekcji — polowienia

Podstawowa metoda iteracyjna rozwiazywania réwnan nieliniowych jest metoda bisekcji. Przy
spelnionych warunkach metody:

o w przedziale <a,b> jest jedno miejsce zerowe,

e na krancach przedziatu funkcja przyjmuje wartoSci o przeciwnych znakach

fla)- f(b) <0,

metoda gwarantuje zbieznos¢. Ze wzgledu na metodyke dochodzenia do rozwiazania jest ona

najwolniej zbiezna. Jezeli w badanym przedziale < a,b > jest wiecej jak jedno miejsce zerowe

metoda moze wskazac tylko jedno z nich, a w ekstremalnym przypadku, w zaleznosci od zapro-

gramowanych kryteriéw zbieznoéci, moze nie wskazaé zadnego lub wskaze falszywe rozwiazanie.
Algorytm metody bisekcji zaktada cyklicznie realizowanie:

o podzialu przedziatlu poszukiwan na dwie réwne czesci (a,c) i (¢, b),
o wyznaczenie wartosci funkeji w punkcie polowienia i sprawdzenie czy |f(c)| < e,
¢ po spelnieniu warunku punkt c staje sie przyblizonym rozwigzaniem réwnania,

o przy warunku niespelnionym nalezy okresli¢ w ktérym z dwéch nowych przedzialéw (a, c)
lub (¢, b) znajduje sie rozwiazanie réwnania nieliniowego poprzez wykonanie testéw f(a) -

fle) <01 fle)- f(b) <0,

e przedzial, w ktérym zachodzi zmiana znaku, staje sic nowym przedzialem poszukiwania i
cykl jest powtarzany.

Rozbudowujac powyzszy algorytm o dodatkowe, warunkowo wykonywane testy potowienia
mozna zaprogramowadé algorytm wyszukujacy wiecej jak jedno rozwigzanie réwnania nielinio-
wego w badanym przedziale (a, b).

Na podstawie powyzszych krokéw opracowano funkcje bisekcja(). Dla funkcji (1) w
przedziale (—2,4) odnaleziono miejsce zerowe = =~ 2.5 z tolerancja ¢ = 1077 po 25 iteracjach.
Zbieznosé pokazano na ryc. 4.
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Ryc. 4. Przebieg badanej funkcji z zaznaczonym odnalezionym rozwiazaniem oraz wykres zbiez-
nosci metody

Na ryc. 4 krzyzykami zaznaczono kolejne przyblizenia rozwiazania, a kwadratem — punkt
spetniajacy kryterium zakonczenia.

2 Metoda falszywej pozycji (regula falsi)

Metoda reguta falsi (falszywej pozycji) jest metoda przedzialowa, w ktérej kolejne przyblizenie
stanowi punkt przeciecia osi Ox z sieczna przechodzaca przez (a, f(a)) i (b, f(b)). Podobnie
jak bisekcja wymaga poczatkowo f(a)f(b) < 0, dzieki czemu zachowuje przedzial zawierajacy
pierwiastek. Jezeli f(a) = f(b), wzér na punkt przeciecia ma zerowy mianownik i nie moze
zostaé zastosowany.

Algebraicznie poszukiwane rozwigzanie mozna wyznaczy¢ z ponizszej zaleznosci.

a- f(b)—=b- f(a)
f(0) = f(a)

Algorytm rézni sie od bisekeji sposobem wyznaczania nowego punktu. Jezeli przyblize-
nie nie spelnia kryterium, zastepuje ten koniec przedziatu, dla ktérego wartoéé¢ funkcji ma ten
sam znak. Cykl powtarza sie do osiagniecia tolerancji. Dla réwnania (1) otrzymano x ~ —1.69
po 81 iteracjach. Odnalezienie pozostalych miejsc zerowych wymaga zmiany przedziatu albo
wczesniejszego podziatu calego zakresu na podprzedzialy ze zmiana znaku.

(2)

T =
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Ryc. 5. Przebieg badanej funkcji z zaznaczonym odnalezionym rozwiazaniem oraz wykres zbiez-

nosci metody

Skutecznos¢ metody zalezy od doboru przedzialu poczatkowego i przebiegu funkcji. Kla-
syczna metoda falszywej pozycji zachowuje przedzial izolacji pierwiastka, jezeli na jego koncach
funkcja ma przeciwne znaki. Aby znalez¢ wiele miejsc zerowych, mozna podzieli¢ badany zakres

na mniejsze przedzialy i zastosowaé metode osobno tam, gdzie wykryto zmiane znaku.
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Ryc. 6. Wyszukanie wszystkich miejsc zerowych

Statystyke wyszukiwania zestawiono w tabeli pokazanej ponizej.

1
1 600

Tab. 1. Statystyka wyszukiwania rozwiazania funkcji nieliniowej w przedziale (—2,4) w skoku

Az = 0.2 metoda regula falsi

Lp. Tk Numingi 1 przedzial Numaz 1 przedzial
1 [-1.69 | 6 dla (—1.6,—1.4) | 370 dla (—0.4,—0.2)
2 0.41 | 6 dla (0.2,0.4) 21 dla (0,0.2)
3 2.5 | 6dla (2.6,2.8) 1591 dla (1,1.2)




3 Metoda siecznych

Metoda siecznych wykorzystuje prosta przechodzaca przez dwa ostatnie przyblizenia. Podawany
przedzial (a,b) dostarcza dwoch pierwszych punktéw, ale p6éZniej metoda nie zachowuje prze-
dziatu ani nie wymaga zmiany znaku. Z tego powodu moze znalez¢ rozwigzanie poza zakresem

poczatkowym lub stac¢ sie rozbiezna.

Algorytm metody siecznych sklada sie z trzyetapowego cyklu powtarzanego do spelnienia

kryterium zbieznosci:

e wyznaczenie kolejnego przyblizenia rozwiazania xpy1 na podstawie wczesniejszych dwoch

przyblizen xx_1 i xk

¢ dodanie wyznaczonego punktu do listy przyblizonych rozwigzan funkcji nieliniowej

o sprawdzenie warunku zbieznosci |f(xg41)| < &; dla warunku niespelnionego cykl jest po-
wtarzany, a dla spelnionego x4 jest przyblizeniem rozwiazania réwnania nieliniowego

Kolejne przyblizenie mozna wyznaczy¢ z ponizszej zaleznosci albo z réwnania (2), odpo-

wiednio podstawiajac dwa ostatnie punkty.

f(xg) - (g — 2—1)

PR T T ) — Flae)

3)

Na podstawie algorytmu i zaleznosci (3) opracowano skrypt wyznaczajacy miejsca zerowe
funkeji (1) w przedziale (—2,4). Wyniki pokazano na ryc. 7, a statystyki zestawiono w Tab. 2.
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Ryc. 7. Wyszukanie wszystkich miejsc zerowych metoda siecznych

o

Tab. 2. Statystyka wyszukiwania rozwiazan funkcji nieliniowej w przedziale (—2,4) ze skokiem

Az = 0.2 metoda siecznych.

Lp. Ty Numini 1 przedzial Nuaz 1 przedzial
1 |-1.69 | 4 dla (—-1.8,-1.6) | 11 dla (—0.6,—0.4)
2 0.41 | 4 dla (0.2,0.4) 7 dla (0,0.2)

3 2.5 | 4dla (2.4,2.6) 13 dla (1.2,1.4)




Mozna zauwazy¢, ze niezaleznie od wyboru punku startowego metoda jest zdecydowanie
szybsza od omoéwionych wczesniej metod bisekcji i regula falsi. Po ustawieniu punktéw granicz-
nych poszukiwania rozwiazania (—2,4) jako pierwszych przyblizeri odnajdywane jest pierwsze
miejsce zerowe -1.69 po 7 krokach.

4 Metoda stycznych

Metoda stycznych, nazywana takze metoda Newtona-Raphsona, ma lokalnie zbiezno$é¢ kwa-
dratowa, jezeli pierwiastek jest prosty, funkcja jest dostatecznie gladka, a punkt poczatkowy
lezy odpowiednio blisko rozwigzania. Dla wyboru punktu startowego w przedziale czesto stosuje
sie nastepujace warunki wystarczajace:

e w przedziale poszukiwania musi posiada¢ doktadnie jedno rozwigzanie,
o ma rézne znaki na kranicach przedziatu f(a)f(b) < 0,
e pierwsza i druga pochodna w zadanym przedziale maja staly znak.

W punkcie x; funkcje zastepuje sie¢ jej liniowym przyblizeniem, czyli styczng do wykresu.
Punkt przeciecia tej stycznej z osia Ox wyznacza kolejne przyblizenie xy41. Metoda wymaga
jednego punktu poczatkowego i nie gwarantuje pozostania w zadanym przedziale.

f (z)
I (xx)

Zalezno$¢é (4) wymaga obliczenia pierwszej pochodnej w punkcie z. Dla funkcji testowej
(1) pochodna ma postaé:

(4)

LTp41 = Tk —

f(z) = 3[log(10) cos(1,5z) 1025n(157)

2cos(1 (5)
+ log(5) sin(1,5x) 5 cos( ,5;,3)}

W srodowisku Scilab pochodng funkcji w punkcie mozna przyblizy¢ funkcjg numderivative ():
dy=numderivative (funkcja,xk) ;

Argument funkcja jest uchwytem do funkcji nieliniowej, a xk — punktem, w ktérym ob-
licza sie pochodna. Funkcja diff () sluzy natomiast do réznicowania tablic prébek; iloraz
diff(y)./diff (x) daje wartosci na przedziatach miedzy kolejnymi punktami.

Dla pochodnej analitycznej i numerycznej uzyskano zgodne wyniki. Skanujac przedzial
(—2,4) z krokiem A x = 0.2, odnaleziono wszystkie miejsca zerowe po 4-10 iteracjach, jak
pokazano na ryc. 8. Mozna zauwazy¢, ze im mniejsze jest nachylenie funkcji w poblizu miejsca
zerowego, tym bardziej wybér punktu poczatkowego wpltywa na przebieg i zbiezno$é iteracji.
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Ryc. 8. Wyszukanie wszystkich miejsc zerowych metoda stycznych

W zaleznosci od punktu poczatkowego metoda moze odnalezé:
e najblizsze miejsce zerowe,
e inne miejsce zerowe z analizowanego przedzialu,
e miejsce zerowe spoza przedzialu,
e nie odnalez¢ zadnego miejsca zerowego,

, jak pokazano na ryc. 9.
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Ryc. 9. Wyszukanie wszystkich miejsc zerowych metoda stycznych, takze poza przedziatem po-

szukiwania

5 Metoda iteracji prostej

W metodzie iteracji prostej przyblizona wartosé¢ rozwiazania réwnania nieliniowego f(z) = 0
wyznacza sie z zaleznodci Ty = g(xg_1) wyznaczonej poprzez przeksztalcenie réwnania wla-
Sciwego. Realizowane jest to na analogicznych zasadach jak przy metodzie iteracyjnej ogdlnej

stosowanej dla ukladéw réwnan liniowych.

Warunkiem podstawowym jest wystepowanie w réwnaniu nieliniowym kilku (przynajmniej
dwdch) cztonéw z niewiadoma. Mozliwe jest wiec poprzez wylaczenie niewiadomej z kazdego z
tych cztonéw uzyskaé¢ odpowiadajaca mu postaé rownania iteracyjnego. Aby réwnanie iteracyjne

moglo by¢ zbiezne do rozwigzania rownania nieliniowego musi spelnia¢ ponizsze warunki:



o lg'(z)] <1
o |9(zrs1) — g(z)| < lg(xr) — g(@p-1)|

Dla réwnania nieliniowego (1) mozna zapisa¢ dwa rownania iteracyjne:

1
91(1’) asin <2loglo52~cos(g'$)> (6)

_2

-3
2 1 o

g2(x) = = - acos (2l095102’5m(2'x)) (7)

3

Dla obu przeksztalcen sprawdzono warunek zbieznosci, pokazany na ryc. 10. Jest on spet-
niony tylko dla g;(x).
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Ryc. 10. Przebieg zmian pierwszych pochodnych réwnan iteracyjnych gi(x) i ga(x)
Przeprowadzona dla réwnania iteracyjnego (6) symulacja niezaleznie od wartosci pierw-

szego przyblizenia xjp zwraca to samo rozwiazanie o wartoéci 0.41 po okoto 31 krokach (liczba
iteracji niemal identyczna dla kazdego punktu startowego zg), jak pokazano na ryc. 11.
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Ryc. 11. Wyszukanie wszystkich miejsc zerowych metoda iteracji prostej dla rownania iteracyj-
nego g1(x)



Skuteczno$é iteracji prostej zalezy od wyboru funkcji g(x) i punktu poczatkowego. W
srodowisku Scilab ogdlne réwnania i uklady nieliniowe rozwigzuje funkcja fsolve(), ktoérej
podstawowe argumenty to punkt startowy zg oraz funkcja definiujaca residuum. Dla réwnania
(1) i dwoch punktéow startowych funkcja zwrécita dwa rézne miejsca zerowe: x; ~ —1.69 i
To ~ 2.5.

Zadania

Rozpatrzyé obwdd ztozony ze zrédla napiecia Us, rezystora R i diody opisanej rownaniem Shoc-
kleya. Kazdy student przyjmuje parametry z wiersza odpowiadajacego numerowi zestawu. Punkt
pracy spelnia rownanie

f(Up) = I {exp (73;;) _1} _ L}gUD -0

Zestaw Uy [V] R [Q] I, [pA] n

1 50 1000 1,0 1,50
2 33 680 1,0 1,50
3 12,0 2200 1,0 1,50
4 50 470 1,0 1,50
5 9,0 1500 2,0 1,60
6 6,0 820 0,5 1,40
7 150 3300 1,5 1,70
8 45 560 50 1,80
9 10,0 1000 0,8 1,30
10 75 1800 30 1,55
11 55 1200 12 145
12 18,0 3900 0,7 1,65
13 2,5 390 4,0 1,75
14 80 680 1,0 1,35
15 11,0 2700 2,5 1,60

Zestaw  Ur [V] o [V] 1 [V]
1 002585 0,60 0,90
2 0,02585 0,58 0,88
3 002585 0,62 0,92
4 002585 0,62 0,92
5 0,02585 0,60 0,95
6
7
8

0,02585 0,58 0,90

0,02585 0,62 0,98

0,02585 0,55 0,90
9 0,02585 0,58 0,88
10 0,02585 058 0,94
11 0,02585 058 0,90
12 002585 0,62 1,00
13 0,02585 052 085
14 002585 058 0,90
15 0,02585 0,60 0,96

We wszystkich zestawach przyjaé¢ przedzial metod przedziatowych [0,1] V, tolerancje 10710 i
limit 100 iteracji.

1. Narysowa¢ charakterystyke pradowo-napieciowa diody oraz prosta obciazenia. Na podsta-
wie wykresu wskaza¢ przedzial zawierajacy punkt pracy.

2. Wyznaczy¢ punkt pracy metodami bisekcji i falszywej pozycji. Zastosowaé kryterium
oparte na szeroko$ci przedziatu i wartosci | f(Up)].
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3. Wyznaczy¢ rozwiazanie metodami siecznych i Newtona. Przeanalizowaé wptyw punktow
startowych na zbieznosé. Wyniki zweryfikowaé funkcja £solve ().

4. Poréwnac liczbe iteracji i koncowe residua. Dla swojego zestawu powtérzy¢ obliczenia dla
0,8Us, Us i 1,2U; oraz przedstawi¢ zmiang punktu pracy.

Zadanie rozszerzajace. Zbadaé wplyw temperatury, uwzgledniajac zmiane napiecia termicz-
nego Ur i pradu nasycenia I, albo przeanalizowaé obwdd zawierajacy drugi element nieliniowy.
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