Rownania rozniczkowe

Wstep

Réwnania rézniczkowe stuzg miedzy innymi do opisu zjawisk zmiennych w czasie. W elektro-
technice opisuja na przyklad stany nieustalone powstajace po przetaczeniu obwodu. Rozwiazanie
analityczne bywa trudne lub niedostepne, dlatego stosuje sie metody numeryczne, ktére wyzna-
czaja przyblizone wartosci rozwiazania w kolejnych punktach przedziatu obliczen [1, 3].

W ramach ¢éwiczenia omowione zostana trzy metody wyznaczania rozwigzania rownania
rézniczkowego:

o wzér Taylora,
o metoda Eulera,
o metody Rungego-Kutty,

oraz ich zastosowanie do ukladéw réwnan pierwszego rzedu i réwnan wyzszych rzedéow. Do
rozwiazania zagadnienia poczatkowego trzeba podaé wartoéci poczatkowe, np. napiecie na kon-
densatorze i prad cewki w chwili przetaczenia. Krok At wplywa na blad dyskretyzacji i koszt
obliczen. Jego zmniejszenie zwykle ogranicza blad metody w zakresie stabilnosci, lecz po osia-
gnieciu pewnej skali korzy$¢ moze zostaé¢ zniwelowana przez bledy zaokraglen.

W $rodowisku Scilab dostepna jest funkcja ode (). Rozwiazanie mozna réwniez wyznaczy¢
w programie Xcos, budujac model z réwnai stanu [4].

Metody zostang poréwnane na przyktadzie napiecia kondensatora w szeregowym obwodzie
RC przylaczanym do zrédla napiecia statego F (ryc. 1).
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Ryc. 1. Testowy obwdd RC

Roéwnanie rézniczkowe dla analizowanego obwodu mozna wyprowadzi¢ wychodzac z praw



Kirchhoffa, jak pokazano ponizej.

E=ur+uc (1)
i—cWe g po®e (2)
T at o

duc E — Ue E Ue

d  RC RC RC (3)

Dla obwodu z ryc. 1 przyjeto R = 200012, £ =10V i C = 25 yF. Przy warunku poczat-
kowym uc(0) = 0 rozwiazanie analityczne réwnania (3) ma postaé

t
uc=F—FE-e kC (4)

1 Wzér Taylora

Rozwinigcie Taylora pozwala wyznaczy¢ kolejna wartosé rozwiazania, jezeli mozna obliczy¢ jego
kolejne pochodne zwyczajne. Dla kroku h = Az i rozwiniecia rzedu m otrzymuje sie [1, 2]:

1
y(x + Azx) = y(x Z ; y™ (5)

gdzie m jest rzedem przyblizenia, a y(™ oznacza n-ta pochodna zwyczajna funkeji y.
Dla réwnania (3) druga pochodna wynosi

d*uc - _iduC _ _E — uc
2 RC dt  (RO)?

(6)

W oparciu o algorytm (5) opracowa¢ mozna skrypt wyznaczajacy przebieg funkcji bedacej
rozwiazaniem réwnania rézniczkowego (3), jak pokazano ponizej.

clear;clc;clf;
R=2e3; E=10; C=25e-6; tau=Rx*C;
n=25; t0=0; tn=5%tau; dt=(tn-t0)/n;
t=[t0]; u=[0]; i=[0];
function u=rozwiazanie(t)
u=Ex(1-exp(-t/tau));
endfunction
for k=1:n-1
du(1)=E/ (R*C)-u(k)/ (R*C) ;
du(2)=-du(1)/(R*C);
u(k+1)=u(k);
for j=1:2
u(k+1)=u(k+1)+(1/factorial (j))*(dt~j)*du(j);
end
t (k+1)=t (k) +dt;
i(k+1)=C*xdu(1)*1000;
plot2d(t,u,5);
plot2d(t,rozwiazanie(t),-4);
end
xlabel(’czas t [s]?)
ylabel(’Napiecie na kondensatorze uc [V]’)
osl=gca(); os2=newaxes();
plot2d(t,i,6);



os2.filled="off"; os2.axes_visible(1)="off";
0s2.y_location="right";
ylabel(’Prad w obwodzie i [mA]’)

Na ryc. 2 pokazano wyniki rozwiniecia pierwszego i drugiego rzedu dla 25 krokéw (At =
0,01s). Czerwona krzywa przedstawia rozwiazanie analityczne. Na ryc. 3 poréwnano wyniki po
zwiekszeniu liczby krokow.
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Ryc. 2. Rozwiazanie réwnania (3) wzorem Taylora
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Ryc. 3. Zestawienie przebiegow dla 25 i 100 krokéw obliczen

1
024 028

Zwiekszenie liczby krokéw ograniczylo blad dyskretyzacji. Wada bezposredniego rozwi-
niecia Taylora jest koniecznosé wyznaczania kolejnych pochodnych rozwiazania; dla ztozonych

réwnan moze to by¢ uciazliwe.

2 Metoda Eulera

Jawna metoda Eulera jest metoda pierwszego rzedu otrzymang przez obciecie rozwiniecia Tay-
lora po pierwszej pochodnej. Dla zagadnienia y' = f(x,y) kolejne przyblizenie ma postaé [1,

3

d
(o + Az) = y(a) + Ax - D0
Przyktadowa implementacja ma postac:

clear;clc;clf;
R=2e3;E=10;C=25e-6; tau=Rx*C;
n=25; t0=0; tn=5%tau; dt=(tn-t0)/n;
t=[t0]; u=[0]; i=[0];
function u=rozwiazanie(t)
u=E* (1-exp(-t/tau));
endfunction
for k=1:n-1
du=E/ (R*C)-u(k)/ (R*C) ;
u(k+1)=u(k)+dt*du;
t(k+1)=t(k)+dt;
i(k+1)=C*du*x1000;
end
plot2d(t,u,5);

(7)



plot2d(t,rozwiazanie(t),-4);

xlabel(’czas t [s]?)

ylabel(’Napiecie na kondensatorze uc [V]’)
osl=gca(); os2=newaxes();

plot2d(t,i,6);

0s2.filled="off"; os2.axes_visible(1)="off";
0s2.y_location="right";

ylabel (’Prad w obwodzie i [mA]’)

Dla réwnania (3) otrzymano wyniki pokazane na ryc. 4 dla krokéw At = 0,01s i At =
0,001 s.
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Ryc. 4. Rozwigzanie réwnania rézniczkowego metoda Eulera

Mozna zauwazy¢, ze dziesieciokrotne zmniejszenie kroku poprawito zgodnosé z rozwigza-
niem analitycznym (4). Ocena dokladnosci powinna jednak opieraé sie na bledzie liczbowym, a
nie wyltacznie na wizualnym pokrywaniu sie krzywych.



3 Metody Rungego-Kutty

Metody Rungego-Kutty wyznaczaja w jednym kroku kilka wartoéci prawej strony réwnania y' =
f(z,y), nazywanych etapami. Odpowiednia kombinacja etapéw pozwala uzyskaé wyzszy rzad
doktadnosci bez jawnego obliczania kolejnych pochodnych rozwigzania. Ogdlna postaé jawnej,
s-etapowej metody Rungego-Kutty jest nastepujaca [1, 3]:

S
Ynt1=Yn + Y wiki, (8)
=1

i—1
ki:hf(ﬂcn—l—cih,yn—i-Zaijkj), izl,...,s. (9)
j=1

Wspdlezynniki a;;, ¢; i w; okredlaja konkretng metode. Liczba etapéw s nie musi by¢ réwna
rzedowi metody. W tab. 1 zestawiono wybrane jawne metody rzedéw od pierwszego do czwartego.

Tab. 1. Wybrane jawne metody Rungego-Kutty

Rzad | w; k; Nazwa
I w; =1 k1 = Ax - f(xn,yn) Eulera
11 wy = % k1 = Ax - f(xn,yn) Heuna
S N DN A
I | w; =+ k1= Ax - f(xn,yn) Kutta, rzad 3
w2:§ ky = Ax - f(z, 1A93 Un + kl)
w3 = ¢ ks = Ax - f(x, +A:1:yn—k1—|—2k2)
IV | w = % k1 = Ax - f(zp,y ) klasyczna RK4
w2=§ ko = Az - f(2n + 5Az,y, + kl)
’LU3:§ k:ngaz-f(xn+ sAx, Yy, + k2)
wy = g ky = Az - f(a;n+Aa; yn—i—kg)

Klasyczna metoda RK4 jest popularnym kompromisem miedzy kosztem jednego kroku a
dokladnoscia. Ponizej przedstawiono jej implementacje dla réwnania (3).

clear;clc;clf;

R=2e3;E=10;C=25e-6; tau=Rx*C;

n=25; t0=0; tn=5*tau; dt=(tn-t0)/n;

t=[t0]; u=[0]; i=[0];

function u=rozwiazanie(t)
u=E* (1-exp(-t/tau));

endfunction

function y=rownanie(x)
y=E/ (R*C)-x/ (R*C) ;

endfunction

function [x,y]=RK4(dx,xw,yw)
kl=dx*rownanie (yw) ;
k2=dx*rownanie (yw+0.5%k1) ;
k3=dx*rownanie (yw+0.5%k2) ;
k4=dx*rownanie (yw+k3) ;
y=yu+(1/6)*k1+(1/3) *k2+(1/3) *k3+(1/6) ¥k4;
x=xw+dXx;

endfunction

for k=1:n
[t (k+1) ,u(k+1)]1=RK4(dt,t (k) ,uk));



i(k+1)=C*rownanie(u(k))*1000;
end
plot2d(t,u,5);
plot2d(t,rozwiazanie(t),-4);
xlabel(’czas t [s]?)
ylabel(’Napiecie na kondensatorze uc [V]’)
osl=gca();
os2=newaxes();
plot2d(t,i,6);
os2.filled="off"; o0s2.axes_visible(1)="off";
0s2.y_location="right";
ylabel(’Prad w obwodzie i [mA]’)
legends(["uC" "i" "uC analityczne"],[5 6 -4],opt="1r");

Na ryc. 5 najwickszy btad ma metoda pierwszego rzedu. Réznice miedzy metodami wyz-
szych rzedéw sa lepiej widoczne na powickszeniu (ryc. 6). Dziesigciokrotne zmniejszenie kroku
ogranicza réznice wzgledem rozwiazania analitycznego, szczegdlnie dla metod wyzszych rzedow
(ryc. 718).
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4 Uklad réwnan rézniczkowych i ro6wnania wyzszych rzedéw

Opisane powyzej metody dedykowane sg dla réwnan rézniczkowych I rzedu. Obliczenia moga by¢
realizowane takze dla uktadu rownan rézniczkowych I rzedu. W przypadku rownan lub uktadow
réwnan wyzszych rzedéw nalezy je sprowadzi¢ do uktadu réwnan I rzedu.

Zastosowanie metod zostanie pokazane na przykladzie stanu nieustalonego w szeregowym
obwodzie RLC przylaczanym do Zrédla napiecia statego (ryc. 9).

=0 ; R L

Ryc. 9. Testowy obwod RLC
Parametry testowego obwodu wynosza: £ =100V, R =0,25Q, L =25mH i C = 33mF.
7 drugiego prawa Kirchhoffa otrzymuje sie
E=R-i+ur+uc (10)
Poniewaz prad w obwodzie z kondensatorem jest opisany zaleznoscia

duc

i =C . —= 11
i p (11)
a napiecie na cewce jest opisane zaleznoscia
di
=L — 12
L dt (12)
réwnanie napieciowe obwodu mozna zapisaé
duc di
E=RC -—+ L -— 13
o Tl tuc (13)

Zapisane réwnanie rézniczkowe dwoch zmiennych mozna sprowadzi¢ do réwnania réz-
niczkowego jednej zmiennej wyrazajac natezenie pradu w obwodzie funkcja spadku napiecia na
kondensatorze. )

duc d“uc
E=RC-—+LC - —5 +u 14
dt arz ¢ (14)
Roéwnanie drugiego rzedu (14) sprowadza si¢ do uktadu dwodch réwnan pierwszego rzedu.

Po przeksztalceniu réwnan (10)—(12) otrzymuje sie

di_E*RZ’fuC

dt L
duc _ i 1
dat  C

Wzér Taylora wymaga wyznaczenia pochodnych wyzszych rzedéw. Dla ukladu (15) otrzy-
muje sie:

. di du
i Rg + G
dt? L
II. 16
Fuo 1 (16)
2 C dt



3; i | dPuc
d°i __Rdt2 + a2

At L (17)
Fuc 1 i
a3 C  dt?
i Rig

. dtt L (18)
the 1
dtt — C  dt3

Btad dyskretyzacji zalezy od kroku i rzedu rozwiniecia. Na ryc. 10 pokazano wyniki dla
At =0,01s, a na ryc. 11 dla At = 0,0001s.
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Ryc. 11. Rozwiazanie réwnania rézniczkowego
wzorem Taylora dla At = 0,0001s

Ryc. 10. Rozwiazanie réwnania rézniczkowego
wzorem Taylora dla rozwiniecia 1 i 4 dla At =
0,01s

Metody Rungego-Kutty stosuje sie¢ do uktadu w sposéb analogiczny, przy czym kazdy etap
k; jest wektorem o liczbie sktadowych rownej liczbie réwnan.

5 Funkcja ode()

W érodowisku Scilab funkcja ode () stuzy do numerycznego rozwiazywania rownan i uktaddéw
rownan rézniczkowych. Wynik jest macierza, ktorej kolumny odpowiadaja kolejnym wartosciom
czasu [4].

Podstawowe wywolanie wymaga czterech argumentéw:

y=ode(y0,t0,t,funkcja);
gdzie:

e yO — wektor warunkéw poczatkowych,

t0 — poczatkowa warto$¢ zmiennej niezaleznej,

t — wektor punktéw, w ktorych ma zostaé¢ zwrdcone rozwiazanie,

funkcja — funkcja prawej strony uktadu réwnan stanu.

Jako zmienne stanu obwodu z ryc. 9 przyjeto

{“ —ue (19)

ro = 1.

10



Réwnania stanu majag zatem postaé

i = 22
1= 4
C
. E — Rxy — 11 (20)
Ty = ———F————,

L

Kod skryptu obliczajacego zdefiniowany rownaniami stanu uklad réwnan rézniczkowych
dla obwodu z ryc. 9 pokazano ponizej wraz z uzyskanymi wynikami pokazanymi na ryc. 12.

clc; clear;clf;
function [y]=R_stanu(t,x)
y(1)=x(2)/C;
y(2)=(E-R*x(2)-x(1))/L;
endfunction
R=0.25; L=2be-3; C=33e-3; E=100;
dt=0.0001;
koniec=1;
t0=0; y0=[0;0];
t=t0:dt:koniec;
y=ode(y0,t0,t,R_stanu);
uc=y(1,:); i=y(2,:);
plot2d(t,[i’ uc’],[2 5]1);
osie=gca(); osie.x_location="origin"; osie.y_location="origin";
xlabel("Czas t [s]1");
legends(["i(t)" "u(t)"],[2 5], opt="ur");
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Ryc. 12. Rozwigzanie réwnania rézniczkowego funkcja ode()

Argument t musi wystepowaé w nagléwku funkcji prawej strony, nawet gdy uklad jest
autonomiczny i czas nie pojawia sie w rownaniach jawnie.
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6 Graficzne programowanie w XCOS

Xcos pozwala zbudowaé¢ model uktadu réwnan rézniczkowych w postaci schematu blokowego.
Dla rozpatrywanego obwodu model mozna oprzeé¢ na réwnaniach (19)—(20). Stosuje sie miedzy
innymi bloki z grup:

o Systemy czasu ciaglego (INTEGRAL_m)

o Operacje matematyczne (GAIN_f, BIGSOM_ f)
» Trasowanie sygnalu (DEMUX f)

o Zrédla (CLOCK_c, CONST_f, GAINSIN_f,...)
o Sinks (CSCOPE lub CMSCOPE)

Przygotowujac algorytm graficzny w programie nalezy zdefiniowa¢ warunki zadania (od-
noszace si¢ do kroku czasowego i czasu trwania obliczen) oraz mozna przedefiniowaé stale (para-
metry obwodu) aby latwiejsza byla modyfikacja parametréw algorytmu. Konfiguracje tych pa-
rametrow realizuje sie poprzez pozycje dostepne w zakladce symulacja, jak pokazano na ryc. 13.

Plik Edycja Widok Symulacja Format Marzedzia ?
== | = @ | W} Ustawienia ) "*.'i '."6

Wykona) sledz i analizu)

Ustaw kontekst

Skompilu)

Inicjalizacja Modelica

> Start
Rve. 13. Wyvbér okien konfiguracvinvch proiektu
‘ Ustaw parametry X B Ustaw kontekst X
Ostateczny czas integracji .og00 ‘You may enter here sdlab instructions to define symbolic parameters used in block
definitions using Sdlab instructions.

Skalowanie czasu rzeczywistego 0.0E00 These instructions are evaluated once confirmed (i.e. you dick on OK), and every time the
Integrator absolutnej tolerandii 1.0E-06 R
Integrator wzglednej tolerancji 1.0E-06

Tolerancja w czasie 1.0E-10

Maksymalny przedziat czasu catkowania | 1.00001E05

Solver kind Sundials/CVODE - BDF - NEWTON ~

Maxamum step size (0 means no limit) o000

Ustaw kontekst

(o)t oomse x Qo

Ryc. 14. Ustawienie czasu trwania symulacji Ryc. 15. Definiowanie stalych

Roéwnania rézniczkowe opisujace analizowany uklad z ryc. 9 mozna w postaci algorytmu
graficznego zaprojektowaé¢ na dwa réwnowazne sposoby pokazane na ryc. 16 i ryc. 17.

12



oz e f

‘x

Ryc. 16. Algorytm wersja A

=

Ryc. 17. Algorytm wersja B

Parametry blokow edytuje sie po dwukrotnym kliknieciu elementu. Dla przebiegu symula-
¢ji istotna jest konfiguracja zegara i oscyloskopu. W zegarze nalezy ustawié¢ okres probkowania i
chwile rozpoczecia, np. 0,0001 i 0. W oscyloskopie definiuje si¢ zakresy osi pionowych i osi czasu.

Zadania

Nalezy przeanalizowaé odpowiedZ przejéciows réwnoleglego obwodu RLC zasilanego ideal-
nym zrédlem pradowym is(t) = Iy 1(t). Rezystor, cewka i kondensator sa polaczone réwnolegle,
a napiecie u(t) jest wspélne dla wszystkich galezi. Parametry i warunki poczatkowe nalezy przy-
jaé¢ z ponizszej tabeli zgodnie z numerem zestawu. Podczas laboratorium nalezy wyprowadzié¢
model, uruchomié¢ obliczenia dla jednego wariantu i sprawdzi¢ poprawnosé programu. Poréwna-
nie krokow, klasyfikacje odpowiedzi i bilans energetyczny nalezy dokonczy¢ w sprawozdaniu.
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Zestaw R[] L [mH] C [pF] Iy [A] «(0) [V] ir(0) [A] tx [s]
1 8 100 100 1,0 0 0 0,15
2 15,81 100 100 1,0 0 0 0,15
3 40 100 100 1,0 0 0 0,15
4 10 80 120 0,8 0 0 0,14
) 18 120 82 1,2 0 0 0,18
6 32 90 150 1,0 1 0 0,16
7 12 150 68 1,5 0 0,1 0,20
8 25 70 100 0,6 0 0 0,12
9 50 110 47 1,0 0 0 0,12
10 14 95 110 0,9 -1 0 0,16
11 22 130 75 1,1 0 0,05 0,18
12 35 85 130 1,3 0 0 0,14
13 9 160 56 0,7 0 0 0,20
14 28 60 180 1,0 0,5 0 0,12
15 16 105 95 1,4 0 0 0,17

. Narysowaé schemat obwodu, oznaczy¢ zwroty pradow galteziowych i na podstawie pierw-

szego prawa Kirchhoffa wyprowadzi¢ model stanu. Jako zmienne stanu przyjaé¢ napiecie
obwodu u(t) oraz prad cewki iy (t). Zapisa¢ wspélna funkcje prawej strony uktadu réwnan;
gotowych réwnan obwodu szeregowego z przyktadu nie nalezy przeksztatcaé przez prosta
zamiane oznaczen.

. Zaimplementowa¢ jawna metode Eulera i klasyczng metode Rungego-Kutty czwartego

rzedu. Obie metody powinny korzystac¢ z tego samego interfejsu danych i zwracaé przebiegi
u(t), ip(t), ir(t) oraz ic(t).

. Wyznaczy¢ rozwiazanie referencyjne funkcja ode(). Dla trzech wartosci kroku 1073 s,

2-107% 51 5-107% s poréwnaé¢ maksymalny bad napiecia u(t) i pradu cewki iy (t), residuum
pradowego pierwszego prawa Kirchhoffa oraz czas obliczen.

. Z réwnania charakterystycznego modelu swobodnego wyprowadzi¢ warunek ttumienia kry-

tycznego i obliczy¢ rezystancje Ry,. Dla wszystkich zestawdw z tabeli rozpozna¢ odpowiedz
oscylacyjna, krytyczna albo aperiodyczna. Wyjasnié, dlaczego zaleznosé rodzaju odpowie-
dzi od rezystancji jest odwrotna niz w szeregowym obwodzie RLC omdéwionym w przykta-
dzie.

. Dla jednego wariantu obliczy¢ energie zgromadzong w cewce i kondensatorze oraz straty

mocy w rezystorze. Na podstawie przebiegdw ocenié¢ bilans mocy zrddla, elementéw ma-
gazynujacych energie i rezystora.

Zadanie rozszerzajace. Zastapié¢ skok pradu impulsem prostokatnym o czasie trwania 20 ms
albo przebiegiem sinusoidalnym o czestotliwoéci zblizonej do czestotliwoéci wtasnej obwodu.
Poréwnaé odpowiedz wymuszona z odpowiedzia dla skoku pradu.
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