Numeryczne przetwarzanie danych

Wstep

Dane z pomiaréw i symulacji czesto wymagaja przetworzenia przed analiza. W ¢éwiczeniu omo-
wiono rézniczkowanie i calkowanie numeryczne, interpolacje oraz aproksymacje danych [1, 2].

1 Rozniczkowanie

Rézniczkowanie numeryczne to technika przyblizonego obliczania pochodnych funkcji matema-
tycznych za pomoca metod numerycznych. Jest to szczegélnie przydatne w przypadkach, gdy
funkcje sa trudne do rézniczkowania analitycznego lub gdy dane sa dostepne tylko w postaci
dyskretnej. Znanych i stosowanych jest kilka metod rézniczkowania numerycznego [1, 2].

o Roéznice skonczone, dzielg sie na dwie gléwne kategorie:

— Roéznice w przod obliczaja przyblizona pochodna na podstawie wartoéci funkcji w
punktach x i x + Az, gdzie Az jest niewielkg wartoscia kroku.

— Réznice wsteczne korzystaja z wartosci funkeji w punktach x i x — Az do obliczenia
przyblizonej pochodne;j.

e Roéznice centralne, sa bardziej doktadne niz réznice skonczone. Obliczaja przyblizona po-
chodna, korzystajac z wartosci funkcji w punktach « + Az i x — Ax.

e Metoda réznic skonczonych, taczy réznice skonczone z uzyciem wielu punktéw, aby uzyskaé
doktadniejsze przyblizenie pochodnej.

e Metoda réznic skonczonych centralnych, rozwinigcie metody réznic skonczonych, uzywa-
jace wielu punktow i obliczajace przyblizona pochodna za pomocg $rednich réznic.

e Metoda roznic dzielonych, opiera sie na interpolacji wielomianowej, a nastepnie oblicza
pochodna tego wielomianu.

W praktyce dobér metody zalezy od wlasciwosci funkcji i danych. Krok Az powinien
réwnowazy¢ blad obciecia i btedy zaokraglen; zbyt maty krok nie zawsze poprawia wynik.

Numeryczne rézniczkowanie znajduje szerokie zastosowanie w nauce i technice, miedzy
innymi wr:

e analiza danych eksperymentalnych — w przypadku eksperymentéw, w ktérych dane sa
zbierane w formie punktéw dyskretnych, rézniczkowanie numeryczne pozwala na obliczanie
pochodnych, co moze by¢ istotne w analizie wynikéw eksperymentalnych.

o symulacje numeryczne — w modelowaniu matematycznym i symulacjach numerycznych
czesto uzywa sie rézniczkowania numerycznego do obliczania pochodnych i gradientéw.
Jest to istotne w dziedzinach takich jak dynamika ptynow, fizyka komputerowa, analiza
wytrzymalosci materiatéw, etc.



e optymalizacja — metody optymalizacji czesto wykorzystuja pochodne w celu znajdowa-
nia minimum lub maksimum funkcji celu. Rézniczkowanie numeryczne moze byé uzywane
do obliczania tych pochodnych.

e rozwiazywanie rownan rézniczkowych — w numerycznym rozwigzywaniu réwnan réz-
niczkowych czesto pojawia sie koniecznosé obliczania pochodnych. Metody rézniczkowania
numerycznego moga by¢ uzywane do tego celu.

Roézniczkowanie numeryczne danych dyskretnych zwraca tablice przyblizonych wartosci
pochodnej, a nie jej wzor analityczny.

W srodowisku Scilab funkcja diff () wyznacza réznice kolejnych elementéw wektora lub
macierzy. Przyjmuje jeden argument obowiazkowy i argumenty opcjonalne [3]:

y=diff (f,n,"typ");
gdzie:
e y — wektor lub macierz réznic;
o f — wejéciowy wektor lub macierz;
e n — rzad r6znicy (domy$lnie pierwszy);
e "typ" — kierunek dzialania dla macierzy: "r", "c" albo "x".

Wyznaczenie pochodnej wymaga obliczenia przyrostu funkcji w stosunku do przyrostu
zmiennej f'(x) = %Ef) W $érodowisku Scilab pochodna jest wiec stosunkiem dwéch wektorow
przyrostowych, funkcji (danych) i zmiennej (zazwyczaj czasu), jak pokazano ponizej.

y=diff (wektor)./diff (t);

gdzie: wektor jest funkcja zmiennej t lub wektorem danych, a t jest wektorem zmiennej pod-
calkowej (np. kolejne kroki czasowe). Nalezy zwr6cié¢ uwage na uzycie znaku ”.” przed znakiem
dzielenia w celu wykonania dzielenia algebraicznego.

Skrypt zapisany ponizej prezentuje przyktad realizacji rézniczkowania przyktadowej ta-
blicy danych za pomoca funkcji diff () i opracowanych funkcji rézniczkujacych. Tablica danych
zostata utworzona na podstawie zapisanej ponizej funkcji.

2% sin?(x)

U 2 + cos?(x)

(1)
clear;clc;clf;
function y=forward(t,f)
n=size(t) (2);
for i=1:n-1
y(D=(EGE+D-£(1))/ (t(A+1)-t(1));
end
endfunction
function y=backwards(t,f)
n=size(t) (2);
for i=2:n
y(A-D=E D) -£(1-1))/(t(1)-t(1i-1));
end
endfunction
function y=central(t,f)
n=size(t) (2);



for i=2:n-1
a=f (i+1)-f(i-1)
b=2#%(t (i+1)-t(i));
y(i-1)=a/b;
end
endfunction
dt=0.02;
n=1/dt;
t=1linspace(0,2*%pi,n);
t2=1inspace(0,2*}%pi-dt,n-1);
t3=linspace(0,2*Ypi-2*dt,n-2);
£f=2%sin(t).~2./(2+cos(t).”2);
f2=diff (f)./diff(t);
f3=forward(t,f);
f4=backwards(t,f);
f5=central(t,f);
plot2d (2, [f2’ £3 £4],[-1 5 61);
plot2d(t3,£5,3);
legends(["diff ()" "po...A" "po...B" "po...C"],[-1 5 6 3], opt="ur");

W powyzszym przyktadzie zdefiniowano trzy funkcje realizujace rozniczkowanie: w przdd,
w tyl i centralne. Przebiegi zrézniczkowanej funkeji pokazano na ryc. 1.
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Ryc. 1. Przebiegi zrézniczkowanej funkcji



2 Calkowanie numeryczne

Metody numerycznego catkowania wyznaczaja przyblizona warto$é¢ caltki oznaczonej [1, 2]. W
srodowisku Scilab mozna uzy¢ funkcji integrate() [3]:

result = integrate(’funkcja’,’zmienna’,start,koniec);

gdzie:
e ’funkcja’ — wyrazenie opisujace funkcje podcatkowa;
e ’zmienna’ — nazwa zmiennej catkowania;

e start i koniec — granice catkowania.
Przyktad poréwnania funkcji wbudowanej z metoda trapezéw:

f_txt="8+%sin(0.5%x)-5*sin(3*x)-3*cos (2*x+%pi/3)
-0.15%x"2+1.5%x+67;

I_ref=integrate(f_txt,’x’,0,15);

x=0:0.1:15;

y=8%sin(0.5%x)-5*sin(3*x)-3*cos (2*x+%pi/3)
-0.15*%x.72+1.5*%x+6;

I_trap=sum((y(1:$-1)+y(2:$)) .*xdiff(x)/2);

mprintf ("integrate: %.8f, trapezy: %.8f\n",I_ref,I_trap);

Proste kwadratury zastepuja catke sumg wazong wartosci funkcji w podprzedziatach. Krok
wplywa na btad dyskretyzacji, ale jego nadmierne zmniejszanie zwieksza koszt i moze ujawnié
wplyw bledéw zaokraglen.

Sposéb postepowania zalezy od reprezentacji funkcji. Dla wzoru analitycznego punkty
kwadratury mozna dobiera¢ swobodnie. Dla danych tabelarycznych sa one narzucone przez
prébkowanie; zmiane siatki nalezy poprzedzi¢ uzasadniong interpolacja.

Podstawowe metody réznig sie funkcja przyblizajaca catkowany przebieg w podprzedziale:
stala, prosta lub wielomianem wyzszego stopnia.

2.1 Metoda prostokatow

Przyblizenie zaleznosci pola pod krzywa dla pojedynczego kroku do pola prostokata przy aprok-
symacji ksztattu krzywej do wartosci statej pozwala na wyznaczenie przyblizonej wartoéci calki
oznaczonej w zadanym przedziale. Sposréd omawianych metod algorytm ten obarczony jest naj-
wiekszym bledem. Poprawe dokladnosci metody mozna osiagnaé jedynie poprzez zmniejszenie
kroku obliczeniowego.

Metoda wystepuje w trzech wariantach, w zaleznosci od sposobu przyblizania do stalej
dla kroku obliczeniowego:

o lewych prostokatéw — (t — At,t), jak pokazano na ryc. 2
e Srodkowych prostokatow — <t — %, t+ %>, jak pokazano na ryc. 3
o prawych prostokatéow — (t,t + At), jak pokazano na ryc. 4

,gdzie At jest krokiem obliczen.
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Ryc. 2. Metoda prostokatéow (lewych)

Ryc. 3. Metoda prostokatéow (srodkowych)
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Ryc. 4. Metoda prostokatéw (prawych)

Sposrod wymienionych powyzej odmian metody prostokatow, metoda srodkowych prosto-
kgtow cechuje sie najlepszym przyblizeniem, co jest konsekwencja uérednienia wartosci funkcji

w kazdym kroku obliczeri. Uogdlniony algorytm metody mozna zapisa¢ réwnaniem (2).

b b
/a flz)dz = z_: fn)-Ax

W zaleznoéci od wariantu metody prostokatéw nalezy odpowiednio dobraé punkty, w
ktorych oblicza si¢ wartosci funkcji w sumie (2). Poréwnanie wykonano dla funkcji (3), pokazanej

na ryc. 5, w przedziale (0, 15).

f(z) = 8sin (0,52) — 5sin (3x) — 3 cos (2:c + 7;) —0,152% 4+ 1,52 + 6
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Ryc. 5. Przebieg funkcji podcatkowe;j

Tab. 1. Przyktadowa tabela

Lp. Metoda At Catka Bilad
1 | integrate() | brak | 101,50239 0%
2 lewych 1 96,307788 —5,1%
3 lewych 0,1 101,03132 | —0,46%
1 | Godkowyeh | 1 | 101,74762 | 0,25%
5 | Srodkowych | 0.1 | 101,50545 | 0,003%
6 | prawych 1| 105,60666 1%
7 prawyeh | 0.1 | 101,96121 | 0,46%

2.2 Metoda trapezow

Metoda zaklada przyblizenie krzywej funkcji podcatkowej w rozpatrywanym kroku obliczenio-

wym za pomoca funkcji liniowej f(x) = ax + b, jak pokazano na ryc. 6.
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Metoda wykorzystuje wartosci funkcji na konicach podprzedziatu. Niezaleznie od sposobu
reprezentacji danych wykonuje sie te same dzialania. Ztozong metode trapezéw opisuje rowna-
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Ryc. 6. Metoda trapezow
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Dla przykladowej funkcji opisanej réwnaniem (3) uzyskane wartosci catki oznaczonej dla
dwoch dlugosci kroku obliczeniowego zapisano ponizej:

o dla At =1 — 100,95723 z bledem —0,5%

o dla At =0,1 — 101,49627 z bledem —0,006%

2.3 Metoda Simpsona — paraboli

W metodzie funkcja podcatkowa jest aproksymowana przez wielomian kazdego kroku oblicze-
niowego, jak pokazano na ryc. 7.

Ryc. 7. Metoda Simpsona

Zazwyczaj funkcja aproksymowana jest do wielomianu drugiego lub trzeciego stopnia.
Algorytmy obliczeniowe metody w zaleznosci od stopnia wielomianu gdy funkcja podcalkowa
jest opisana réwnaniem zapisano ponizej.

e wielomian drugiego stopnia

b b—Ax A A
/a fla)yde =Y (),”C(f(n) T af (n+ ;)
o ()
+ f(n+ Ax))
o wielomian trzeciego stopnia
b b—Ax A A
/a flayde =3 ;"(f(n) +3f <n+ ;)

(6)

+3f <n+%§x) +f(n+Ax)>

Dla zapisanych powyzej algorytmow uzyskano zestawione ponizej wyniki catkowania nu-
merycznego:

e wielomian drugiego rzedu

~ At =1 — 101,48416 7 bledem —0,018%
— At =0,1 — 101,50239 z bledem —0,000001%

o wielomian trzeciego rzedu

— At =1 —> 101,49463 z bledem —0,008%
— At=0,1 — 101,50239 z bledem —0,0000005%



Gdy funkcja podcatkowa jest opisana tablica danych, dla reguly Simpsona 1/3 liczba pod-
przedzialéw musi by¢ parzysta, a dla reguly 3/8 — podzielna przez trzy. Algorytmy korzystaja
odpowiednio z kolejnych trzech lub czterech punktow:

e wielomian drugiego stopnia, liczba przedzialéw parzysta

b b—Azx Az
/a flx)de = > ?(d(n) +4d(n+1)+d(n+2) (7)

n=a

e wielomian trzeciego stopnia

b b 3AL
/a flapdz = 30 2 () + 3d(n+1)+3d (1 +2) + d(n +3)) (8)

gdzie d(n) oznacza wartosci funkcji w wezlach. Rézne wspdlczynniki wynikaja z tego, ze poje-
dynczy panel reguty obejmuje odpowiednio dwa lub trzy podprzedzialy o szerokosci Ax.

Ponizej zestawiono wyniki symulacji zrealizowanych na podstawie algorytméw opisanych
réwnaniami (7) i (8) na podstawie tablic danych:

 dla wielomianu IT stopnia, przy 31 punktach — 101,48416 z bledem —0,018%
o dla wielomianu III stopnia, przy 31 punktach — 101,42795 z bledem —0,07%
e dla wielomianu II stopnia, przy 151 punktach — 101,50237 z btedem —0,00002%

o dla wielomianu III stopnia, przy 151 punktach — 101,50234 z btedem —0,00004%

3 Interpolacja

Dane pomiarowe zebrane w postaci tablicy liczbowej mozna zobrazowaé¢ za pomoca wykresu.
W wielu przypadkach réownanie funkcji opisujacej taki przebieg jest nieznane lub trudne do
okreslenia. Mozliwe jest jednak interpolowanie danego przebiegu do zestandaryzowanej funkcji
na podstawie zebranych danych (wezléw interpolacyjnych) poprzez wyznaczenie numeryczne
wspolezynnikéw funkeji interpolacyjnej. Zazwyczaj ma ona postaé¢ wielomianu algebraicznego
lub trygonometrycznego. Cecha charakterystyczna interpolacji jest przyjmowanie przez funkcje
interpolujaca takich samych wartosci w weztach interpolacyjnych [1, 2].

3.1 Interpolacja wielomianowa

Podstawowa funkcja interpolujaca jest wielomian algebraiczny, zapisany w postaci ogdlnej jak
pokazano ponizej na réwnaniu (9).

W(z)=ay+a-z+ar z°+az-2°+...+a, 2" (9)

Wyznaczenie wspolczynnikéw réwnania (9) przeprowadza sie na podstawie zebranych da-
nych w postaci listy weztéw interpolujacych. Na ich podstawie i réwnania (9) mozna zapisaé
uktad réwnan macierzowych Xay = yi, jak pokazano ponizej za pomoca réwnania (10). W naj-
prostszej formie algebraiczny wielomian interpolacyjny bedzie mial tyle samo wspélczynnikéw
co weztéw danych wejéciowych.

0 1 2
i) i) i) acg” a Yo
0 1 2
T~ T T1° ... x1" al Y1
0 1 2
T2w w2r x2 ... x| . |az| = |y2 (10)
0 1 2
Tpn® Tpt TpS .. TR" an UYn



Kazdy wezel jest opisany wspélrzednymi (zg, yx). Dla n+ 1 réznych wezléw macierz Van-
dermonde’a X jest kwadratowa. Wspdtczynniki najbezpieczniej wyznaczy¢ bez jawnego odwra-
cania macierzy:

a=X\y;

Macierze Vandermonde’a moga by¢ Zle uwarunkowane, zwlaszcza dla wielu réwnoodleglych
weztow. Wielomian nizszego stopnia nie przechodzi na ogdt przez wszystkie punkty i stanowi
aproksymacje sredniokwadratowa, a nie interpolacje. Dla prostokatnej macierzy X mozna uzy¢
operatora \:

a=X\y;

Macierz X z rownania macierzowego wspotczynnikéw wielomianu interpolacyjnego okresla
sie na podstawie danych wej$ciowych (tablicy weztéw interpolacyjnych) i przyjetej liczby wspét-
czynnikéow wielomianu. W wiekszosci przypadkéw optymalny poziom interpolacji uzyskuje sie
dla wielomianu 5-6 rzedu. Kod algorytmu tworzacego tablice X na podstawie tablicy weztow
interpolacyjnych i przyjetego stopnia wielomianu zapisano ponizej.

function X=tablicaX(x,k)
n=size(x,’c’);

X=[0];
for i=1:n
for j=1:k
X(1,3) = x(D)"G-D;
end
end
endfunction

W oparciu o zapisang powyzej funkcje mozna zaproponowaé algorytm wyznaczajacy
wspoélezynniki algebraicznego wielomianu interpolacyjnego i wykredli¢ przebieg interpolowanych
danych wejsciowych, jak pokazano ponizej.

function fun=wielomian(x,y,c,m,k)
//x,y - tablice danych weztdw interpolacji
//c - kolor krzywej na wykresie interpolacji danych
//m - liczba punktéw krzywej interpolacyjnej
//k - stopieh wielomianu
X=tablicaX(x,k+1);
a=X\(y’);
n=size(x,’c’);
t=linspace(x(1) ,x(n),m);
fun=[0];
for i=1:m
fun(i)=0;
for j=1:k
fun(i)=fun(i)+a(j)*t (1)~ (-1);
end
end
plot2d(t,fun,c);
endfunction

Dziatanie algorytmu przetestowano na danych zestawionych w tab. 2 i pokazanych na
ryc. 8



Tab. 2. Tablica wezléw interpolacyjnych

X fi I2 f3 fa ="

0 | 2 0 22 | —8,02 i ! S

0,25 | 4 | 7,796 | 14,204 | —6,75 —

0,50 | 6 | 12,829 | 9,171 | —5,30 ’ N

0,75 | 8 | 16,079 | 5,921 | —3,48 ’ / //

1,00 | 10 | 18,177 | 3,823 | —0,29 ! . ! |
1,25 | 12 | 19,532 | 2,468 | 7.81 S

1,50 | 14 | 20,406 | 1,594 | 10,50

1,75 | 16 | 20,971 | 1,029 | 12,21 fl <12 +f3 +f4

2,00 | 18 | 21,336 | 0,664 | 13,61

22520 | 21,571 07429 14785 RyC 8. Przeblegl interpolOWaHYCh danych
2,50 | 22 | 21,723 | 0,277 | 16,00

Na podstawie danych z tab. 2 wykonano przyblizenie wielomianem piatego stopnia; wyniki
pokazano na ryc. 9.

Ryc. 9. Interpolacja wielomianem rzedu piatego

Na ryc. 9 widaé, ze jakos¢ przyblizenia zalezy od funkcji i rozmieszczenia wezléw. Zwiek-
szanie stopnia wielomianu dla réwnoodleglych weztéw moze powodowaé oscylacje na krancach
przedzialu (zjawisko Rungego). Nie oznacza to jednak, ze interpolacja wielomianowa nadaje sie
wylacznie do funkcji o stalym znaku pochodnych; istotne sa takze dobdr weztéw i uzyta postaé
wielomianu.

Postacie Lagrange’a i Newtona opisujg ten sam jednoznaczny wielomian interpolacyjny,
dlatego nie usuwaja zjawiska Rungego. Réznia sie sposobem obliczen; dla wielu punktéw ko-
rzystniejsze bywaja funkcje sklejane lub wezty Czebyszewa.

3.1.1 Interpolacja Lagrange’a

Postaé¢ Lagrange’a wielomianu interpolacyjnego jest opisana wzorem (11).

n n
r — T
Lz) =3 |wi- 1] = (11)
i=0 j=0 T T L
J#i

Dla n+1 réznych wezléw stopien wielomianu jest nie wiekszy niz n. Postaé¢ Lagrange’a po-
zwala obliczaé jego wartosci bez rozwiazywania uktadu z macierza Vandermonde’a. Przykladowa
implementacja wzoru (11) ma postaé:

10



function Lag=lagrange(x,y,c,m)
n=size(x,’c’);
t=linspace(x(1),x(n),m);
Lag=[0];
for i=1:m
Lag(i)=0
for j=1:n
iloczyn=1;
for k=1:n
if (k<>j)
iloczyn=iloczyn*(t (1)-x(k))/(x(§)-x(k));
end
end
Lag(i)=Lag(i)+y(j)*iloczyn;
end
end
plot2d(t,Lag,c);
endfunction

Zapisana powyzej funkcja podobnie jak opisany wczesniej wielomian algebraiczny n-tego
stopnia dobrze interpoluje proste funkcje liniowe i wyktadnicze, jak pokazano na ryc. 10.

30 4

251

20

159

Ryc. 10. Interpolacja wielomianem Lagrange’a

Dla wielu réownoodlegltych wezléw moga wystapi¢ oscylacje na krancach przedziatu, jak
pokazano na ryc. 11.
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Ryc. 11. Interpolacja wielomianem Lagrange’a

3.1.2 Interpolacja Newtona

Posta¢ Newtona wykorzystuje ilorazy réznicowe wyznaczone na podstawie weztéw. Procedura
sktada sie z dwbch etapow:

e wyznaczenie tablicy wyrazen réznicowych, zgodnie z ponizszym algorytmem

function R=roznicowa(x,f)
n=size(x,’c’);
R=[0];
for i=1:n
R(i,1)=£f(1);
end
for i=1:n-1
for j=2:n
if 141>
continue;
end
R(j,i+1) =(R(j,i)-R(j-1,1))/(x(G)-x(j-1));
end
end
endfunction

e obliczenie wartosci interpolowanej funkcji dla danego punktu przebiegu na podstawie wy-
razéw z przekatnej diagonalnej tablicy réznicowej, zgodnie z algorytmem zapisanym w
ponizszej funkcji

function fun=newton(x,f,c,m)
n=size(x,’c’);
t=linspace(x(1),x(n),m);
R=roznicowa(x,f)
fun=[0];
for i=1:m
suma = 0;
for j=2:n
iloczyn = 1;
for k=1:j-1
iloczyn = iloczyn * (t(i)-x(k));
end
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suma = suma + R(j,j)*iloczyn;
end
fun(i)=R(1,1)+suma;
end
plot2d(t,fun,c);
endfunction

W doktadnej arytmetyce postacie Newtona i Lagrange’a daja ten sam wielomian. Roznice
obserwowane numerycznie wynikaja z algorytmu i bledéw zaokraglen (ryc. 12).

304

25

1.2 14 1.6 1.8 2 22 24

Ryc. 12. Interpolacja wielomianem Newtona
Poréwnanie obu postaci dla sygnalu okresowego pokazano na ryc. 13.
30 R
20 &

15

10% ¢

-104

-15

-20

-254

-304
Ryc. 13. Interpolacja sygnatu sinusoidalnego postaciami Newtona i Lagrange’a

W przypadku sygnatéw w ktorych wartosci zmieniaja sie skokowo, przy interpolacji La-
grange’a wystepuja nieznacznie mniejsze amplitudy oscylacji.
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3.2 Szybka transformata Fouriera FFT()

Dla réwnomiernie probkowanych sygnaléw okresowych naturalnym narzedziem jest interpola-
cja trygonometryczna. Wspotczynniki wyznacza dyskretna transformata Fouriera, dostepna w
Scilabie jako £ft () [3]. Aby ograniczy¢ przeciek widma, analizowany przedzial powinien obej-
mowac caltkowita liczbe okreséw.

Argumentem funkcji jest tablica prébek. Na podstawie widma oraz czestotliwoéci probko-
wania wyznacza sie skladowe szeregu trygonometrycznego (12).

n
F(z) =Y A;-sin(f;-z+¢;) (12)
i=1
Procedura realizowana jest na podstawie ponizszego algorytmu.
1. wywotanie funkcji ££t() dla tablicy wartosci y interpolowanej funkcji
fft_y=fft(y);

2. na podstawie modutu wartosci otrzymanej z funkcji ££t () mozna okredli¢ liczbe cztonéw
szeregu trygonometrycznego, jak pokazano na ryc. 14.

500 -
400
300
200

100

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Ryc. 14. Wykres ekstreméw funkeji f f¢()

Ze wzgledu na jego symetryczng budowe do dalszej analizy wykorzystywana jest tylko
pierwsza polowa danych z tablicy fft_y

3. Wspdblezynniki szeregu trygonometrycznego wyznaczane sg na podstawie ekstreméow z wy-
kresu z ryc. 14. Ich automatyczne wykrycie mozna zrealizowaé poprzez wyszukanie indek-
sow wartosci z tablicy £ft_y ktorych moduly wartosci sa wigksze od $redniej wartosci z
tej tablicy

for x=1:N2
modulFFT(x)=abs(fft_y(x));

end

fi=atan(imag(fft_y) ,real(fft_y));

k1=find (modulFFT>mean (modulFFT)) ;

4. Czestotliwos¢ f; poszczegdlnych sktadowych interpolacyjnego szeregu trygonometrycznego
oblicza sie na podstawie czestotliwosci prébkowania, liczby probek i liczby okreséw
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sample_rate=1/(t(2)-t(1));
czestotliwosc=(sample_rate/(N*okresy))*(0:N2);
f=czestotliwosc(kl);

5. Amplitudy sktadowych szeregu trygonometrycznego A_i okresla sie na podstawie wektora
moduléw wartosci uzyskanych z funkcji ££t(), potowy liczby prébek i liczby okreséw

sygnatu

A=modulFFT (k1) /(N2*okresy) ;

204

0.1960784 0.9803922

Ryc. 15. Wartosci amplitudy dla okreslonych czestotliwosci

6. Katy fazowe ; sktadowych szeregu okreéla sie jako argument wartosci zespolonych uzy-
skanych z funkcji ££t ()

fi=atan(imag(fft_y) ,real(fft_y));
fi=angle(fft_y); //alternatywne obliczenie fi
faza=fi(k1)+%pi/2;

kat=faza*180/%pi;

1004

504

0 T
0.1960784 0.9803922

Ryc. 16. Wartosci kata fazowego dla okreslonych czestotliwosci

Na podstawie okredlonych tablic wspélczynnikéw wielomianu trygonometrycznego mozliwe
jest wykreslenie interpolacji sygnatu, jak pokazano na ryc. 17. Sygnal zrédlowy zostal utworzony
na podstawie funkcji F(x)=20sin(0.2t)+10cos(t).
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Ryc. 17. Przebiegi sygnalu Zrédlowego (niebieski) i jego interpolacji wielomianem trygonome-

trycznym (czerwony)

Za pomocg wielomianu trygonometrycznego i funkcji ££t () mozna interpolowaé nie tylko
funkcje sinusoidalne, jednakze jego efektywnos¢ jest znacznie nizsza, jak pokazano na ryc. 18
i ryc. 19. Poprawe efektywnosci uzyskuje sie po zwiekszeniu czestotliwosci prébkowania, lub

zwiekszeniu liczby elementéw wielomianu trygonometrycznego.
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3.6666669.3333333

Ryc. 18. Interpolacja wielomianem trygonometrycznym sygnatu prostokatnego
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Ryc. 19. Interpolacja wielomianem trygonometrycznym sygnatu pito ksztattnego

Mozna zauwazy¢ oscylacje w poblizu nieciaglosci (zjawisko Gibbsa). Dla danych nieokre-
sowych bez odpowiedniego przygotowania kranicow przedziatu interpolacja trygonometryczna
zwykle daje stabe wyniki.
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3.3 Interpolacja funkcjami sklejanymi

Funkcja sklejana (spline) jest zbudowana z wielomianéw niskiego stopnia okre$lonych osobno
w kolejnych podprzedziatach. Pozwala to ograniczy¢ oscylacje charakterystyczne dla jednego
wielomianu wysokiego stopnia [1, 2].
Najprostszy wariant jest odcinkami liniowy: w przedziale [ty, tx11] przyjmuje sie f(t) =
Axt + Bi. Wspoélezynniki wynikaja z dwdch sasiednich weztow:
Alf] = F(k+1)—F(k)

= ik 1) —i(k)
(13)

Bli] = F(k) — A[i] - t(k)

Liczba przedzialéw jest o jeden mniejsza od liczby weztow. Dla kazdego z nich okreslonego
przez wezly n i n+1 wyznaczane jest réwnanie prostej przechodzacej przez te punkty. W opar-
ciu o wyznaczone tablice wspélczynnikéw réwnan liniowych mozna interpolowaé przedzialami
analizowane dane. Metoda daje dobre wyniki, gdy do dyspozycji jest duza liczba weztow, jak
pokazano na ryc. 20.

01 02 03 04 05 08 07 08 08 1 11 1A 13 14 15 18 17 18 189 2 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 11 1A 13 14 15 18 17 18 1@ 2

Ryc. 20. Interpolacja funkcjami sklejanymi I stopnia dla 11 i 201 weztéw

o wielomianie trzeciego stopnia — funkcja sklejana trzeciego stopnia

Gladszy przebieg daje interpolacja funkcja sklejana trzeciego stopnia. W kazdym prze-
dziale stosuje si¢ wielomian f(t) = At 4+ Bt?> + Ct + D, a warunki sklejenia zapewniaja ciagto$é
wartosci oraz pierwszej i drugiej pochodne;j.

W podstawowym podejsciu do problemu na granicach przedzialow interpolacji moga po-
jawié sie tak zwane kanty. Metoda nie zapewni ciaglosci przebiegu interpolowanej funkcji. Kry-
terium pozwalajacym na zapewnienie cigglosci interpolacji jest zapewnienie zgodnosci wartosci
drugich pochodnych na granicach przedzialéw interpolacji. W celu spelnienia powyzszego kry-
terium nalezy okresli¢ dla kazdego z przedzialéw interpolacji wspotezynniki réwnania (14).

yilx)=a- fi+b- fip+c-fi +d- fiyy (14)

Okreslenie wspélczynnikéw realizowane jest na podstawie dwoch kolejnych weztéw inter-
polacji oraz wartoéci II pochodnych w tych punktach. Wspétczynniki wystepujace w réwnaniu
(14) wyznaczane sa z réwnan zapisanych ponizej.

Tit1 — X

S 15
? Tit1 — T (15)
Xr — Xy
b= — " 16
Tit1 — T (16)
1
c=g- <a3 — a) (i1 — x)? (17)
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1 3 2
d=- (b% = b) - (@is1 — ) (18)
Drugie pochodne w weztach wyznacza sie z warunku ciagtosci pierwszej pochodnej. Dla

wezta wewnetrznego otrzymuje sie rownanie
Ti — Tip1 Tipl — Tio1 o Tigl — T = firi—fi  fi—fia (19)

6 fic1 3 fi 6 T ot — @ T — T

Na podstawie réwnania (19) tworzy sie uklad dla drugich pochodnych. Dodatkowe dwa
warunki okreslaja typ funkcji sklejanej. Dla funkcji naturalnej przyjmuje sie fi = f = 0; nie sa
to dowolne wartosci, lecz jawnie wybrane warunki brzegowe.

Dla statego kroku z;11 — z; = h uklad upraszcza si¢ do postaci

Z-F =Y -~ _
6 Si=2-fo+ f3
r 77 ‘ h2
4 1.0 ... 0 0] | fo 6. 272 fsth
141 ...00 " h2
14 ...0 0 ;i}’ 6. 3-2 fat s
L= h? (20)
000 o 1) fysl | fass =2 fama ot fa
000 ... 1 4] |f | ' 12
) ) 6'fn72_2'fn71+fn
L h? i

Procedura interpolacji wielomianem III stopnia realizowana jest wiec dwustopniowo:

- Wyznaczenie wartosci drugich pochodnych w wezlach interpolacyjnych {2,n-1}, przy za-
tozonych wartoéciach pochodnej na krancach przedziatu interpolacji f{l =0i f;{ = 0.
Wartosci wyznacza si¢ rozwiazujac uktad réwnan (20) wykorzystujac jedna z poznanych
metod rozwiazywania ukladéw réwnan liniowych (skonczonych, iteracyjnych, a w przy-
padku $rodowisk obliczeniowych funkcji whudowanych np. linsolve()). W zaleznosci od
liczby weztow interpolacyjnych nalezy zdefiniowaé¢ macierz tréjdiagonalna Z, oraz wektor

Y. Wektor wartosci IT pochodnych mozna wtedy wyznaczy¢ za pomoca funkcji linsolve():
F2=linsolve(Z,-Y);

Nalezy jednak pamietaé ze do kolejnego etapu konieczne jest dodanie krancowych wartosci
IT pochodnej dla punktéow pierwszego fl” i n-tego f,;/.

- W oparciu o réwnanie (14) wyznacza si¢ wartosci interpolujace dang funkcje w poszczegdl-
nych przedzialach okredlonych przez wezly interpolacji. W kazdym z takich przedziatow
okresli¢ mozna dowolna liczbe punkdéw interpolacyjnych.

W praktyce w Scilabie naturalng funkcje sklejang mozna wyznaczy¢ funkcjami splin()
i interp():

x=[0 1 2 3 4];

y=[0 1 0 1 0];
xx=linspace(x(1),x($),201);
d=splin(x,y,"natural");
yy=interp(xx,x,y,d);
plot(x,y,"o",xx,yy,"-");
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4 Aproksymacja

W odréznieniu od interpolacji funkcja aproksymujaca nie musi przechodzié¢ przez wszystkie
punkty. Aproksymacje stosuje sie miedzy innymi wtedy, gdy dane sg obarczone bledem po-
miarowym lub gdy potrzebny jest prosty model trendu [1, 2].

Funkcja interpolujaca przechodzi przez wszystkie wezly, natomiast funkcja aproksymujaca
przebiega mozliwie blisko danych w sensie przyjetej miary bledu (ryc. 21).

30
25

20

o ¥
0 5 10 15 20 25 30 35

Ryc. 21. Przebiegi funkcji interpolujacej i aproksymujacej dane

Do przeprowadzenia aproksymacji nalezy wybraé¢ rodzine funkcji f(z) i miare rozbieznosci
wzgledem danych F'(x;). Przykladowym kryterium jakosci jest warunek

1F(z) = f(z)| <e (21)

Roéwnanie funkcji aproksymujacej w postaci uogdlnionej mozna wiec zapisa¢ zaleznodcia
pokazana w réwnaniu (22).

f(x)=ap-po(x)+ar-pi(x)+... 4+ an - pn(x) (22)
gdzie:
ag, a1, ay: 83 wspotczynnikami funkcji aproksymacyjnej
00, Y1, Pn: sa funkcjami bazowymi aproksymacji

Doboér funkcji bazowych ma decydujace znaczenie dla prawidtowoéci i efektywnosci aproksyma-
¢ji. Zadanie aproksymacji przy wybranych funkcjach bazowych sprowadza sie wiec do dobrania
wartosci poszczegdlnych wspédlczynnikéw a, tak aby spelniony byl warunek okreslony zalez-
noscia zapisang réwnaniem (21). Funkcjami bazowymi sa zazwyczaj wielomiany lub funkcje
trygonometryczne dla sygnaléw okresowych.

Najczesciej stosuje sie aproksymacje jednostajna (minimalizacja najwieckszego bledu bez-
wzglednego) albo $redniokwadratowa (minimalizacja sumy kwadratéw reszt). Druga z nich jest
wrazliwa na obserwacje odstajace, ale dla niezaleznych bledow o jednakowej wariancji ma dobre
uzasadnienie statystyczne.

Aproksymacja sredniokwadratowa polega na takim doborze wspélczynnikéw, aby suma
kwadratéw reszt byla najmniejsza:

k

S(ags- - an) =Y (F(z:) — f(2:))” (23)

i=1

Wyznaczenie wartosci wspoétczynnikéw spetniajacych zalozone kryterium sprowadza si¢ do
wyznaczenia miejsc zerowych pierwszych pochodnych réwnania (23) dla kazdego z wspdlezyn-
nikéw. Przy zalozeniu aproksymacji danych funkcja liniowa f(z) = a1 - 4+ ap nalezy rozwiazaé
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uktad réwnan (24) dla zmiennych ag i a;.

0360.01) — 3. 3 (3 — (ar - s+ ap)) - (~1) = 0

dag

i=1
(24)
as L
PGt = 2. 52 (i — (i +0)) - (~) = 0
=
Po przeksztalceniu powyzsza zalezno$¢ mozna zapisa¢ w postaci:
n n
n-ag+arc Y T =3 Yi
i=1 i=1
(25)
n n 9 n
ap Y Titars o Ti =3 Ty
i=1 i=1 i=1
Uktad réwnan normalnych ma postaé
n n
nooo> T > Yi
i=1 ao| _ | i=1 (26)
n n 9 a]_ - n .
2T )@ > TiYi
i=1 i=1 i=1

Wspoélezynniki mozna wyznaczyé przez rozwigzanie ukladu liniowego. Dla wielomianu
stopnia k& wygodnie tworzy si¢ macierz projektu X i rozwiazuje zadanie najmniejszych kwa-
dratow

X"Xa=XTy, Xy=a/". (27)

Ze wzgledu na pogorszenie uwarunkowania przez iloczyn X' X w programie nalezy uzy¢é bezpo-
srednio operatora rozwiazujacego zadanie najmniejszych kwadratéw:

// %, y - kolumnowe wektory danych; k - stopiei wielomianu
X=ones (x) ;
for j=1:k
X=[X x.7j];
end
a=X\y;
y_fit=Xx*a;
reszta=y-y_£fit;
mprintf ("RMSE = %.6g\n",sqrt (mean(reszta.”2)));

Z wykorzystaniem algorytmu opisanego réwnaniem (27) przeprowadzono aproksymacje trzech
zestawéw danych jak pokazano na Rys 22. Zastosowano aproksymacje do wielomianu rzedu
pierwszego, drugiego i trzeciego.
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Ryc. 22. Aproksymacja éredniokwadratowa funkcja wielomianowa trzech zestawéw danych po-
miarowych

Niektére modele nieliniowe mozna zlinearyzowaé przez podstawienie. Na ryc. 22 krzywe
czerwong i niebieska nalezaloby opisa¢ odpowiednio modelami (28) i (29). Trzeba pamietaé, ze
transformacja zmienia model btedu i wagi obserwacji.

y=ag-e"”
In(y) = In(ag) + In(c?)
In(y) = In(ag) + a1 -z

28
Y = In(y) >
AO = ln(ao)
Y=Ay+a -z
yzﬂ-i-ao
xr
! (29)
x
y=a1-X+ag

Po przeliczeniu danych wejsciowych zgodnie z przyjetymi w réwnaniach (28 i 29) za-
lozeniami mozna przeprowadzi¢ aproksymacje funkcjami nieliniowymi uzyskujac przebiegi jak
pokazano na ryc. 23.

20

Ryc. 23. Aproksymacja sredniokwadratowa funkcjg wielomianowa i funkcjami nieliniowymi ze-
stawéw danych pomiarowych
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Zadania

Do ¢éwiczenia nalezy wykorzysta¢ pliki CSV udostepnione przez prowadzacego, zawierajace ob-
szerne przebiegi czasowe t, uc(t) i i(t). Kazdy student tworzy indywidualny zestaw z przebiegu
referencyjnego, dodajac szum normalny o parametrach i ziarnie z tabeli. W danych z lukami
usuwa co dziesigta probke, zaczynajac od indeksu m.

Zestaw o, [mV] o; [mA] ziarno  m
1 2,0 0,50 20260701 10
2 2,2 0,55 20260702 11
3 2,4 0,60 20260703 12
4 2,6 0,65 20260704 13
) 2,8 0,70 20260705 14
6 3,0 0,75 20260706 15
7 3,2 0,80 20260707 16
8 3,4 0,85 20260708 17
9 3,6 0,90 20260709 18
10 3,8 0,95 20260710 19
11 4,0 1,00 20260711 20
12 4,2 1,05 20260712 21
13 4.4 1,10 20260713 22
14 4,6 1,15 20260714 23
15 4,8 1,20 20260715 24

Wspélne parametry modelu: R =209, L =0,1 H, C =100uF, E =10V i At = 50 us.

1. Wezytaé plik rlc_pomiar_pelny.csv i sprawdzi¢ jednostki, krok préobkowania, monoto-
nicznos¢ czasu, brakujace wartosci oraz podstawowe statystyki przebiegdéw referencyjnych.
Nastepnie, korzystajac z parametréw swojego zestawu, utworzy¢ indywidualne przebiegi
pomiarowe przez dodanie szumu do kolumn referencyjnych.

2. Wyznaczy¢ prad kondensatora z zaleznosci

duc(t)

ic(t)=C p7

za pomoca réznic skonczonych. Poréwnaé wynik z pradem referencyjnym i obliczy¢ btad
RMSE.

3. Odtworzy¢ napiecie kondensatora z caltki

1 ot
wo(t) — ue(0) = = / i(7) dr.
C Jo
Zastosowaé co najmniej dwie metody catkowania i porownaé btedy rekonstrukcji.

4. Z indywidualnego przebiegu pomiarowego odlozy¢ wartosci kontrolne, a nastepnie usunaé
co dziesigta probke, rozpoczynajac od indeksu m podanego w tabeli zestawow. Odtwo-
rzy¢ usuniete probki interpolacja liniowa oraz funkcja sklejana. Obliczyé RMSE wzgledem
odlozonych wartosci kontrolnych i poréwnaé zachowanie metod w poblizu ekstreméw prze-
biegu.

Zadanie rozszerzajace. Wyznaczy¢ dominujaca czestotliwo$é oscylacji za pomoca FFT albo
oszacowaé tlumienie z obwiedni kolejnych maksiméw. Dla przebiegu aperiodycznego z pliku
rlc_aperiodyczny.csv mozna dopasowaé model wykladniczy i przeanalizowac reszty.
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