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Informacje wstepne - EZ
Wyktad — 3h na 5 zjazdach

Wyktad zaliczany jest na podstawie
ocen z kolokwiow (sprawdzianow -
testow).

Laboratorium — 3h przez 5 zjazdow

Indywidualna decyzja prowadzacego
dang grupe laboratoryjng — oceny z
kartkowek, sprawozdan, odpowiedzi...
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Zakres materiatu

1. Pojecia podstawowe — rownanie Taylora,
rzad zbieznosci, rOwnania roznicowe

2. Arytmetyka komputerowa - btedy,
stabilnosc i niestabilnosc algorytmow

3. Rachunek macierzowy

4. Rownania liniowe

5. Rownania nieliniowe

6. Rownania rozniczkowe

7. Interpolacja i aproksymacja
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Srodowisko programowania
Jezyki programowania
Fortran
C, Pascal, C++, ...

Srodowiska obliczeniowe

Scilab

OpenModelica
Mathematica


http://www.pollub.pl/pl/uczelnia/organizacja-uczelni/jednostki-ogolnouczelniane/ci/matlab

Scilab . 1555:1?0
s Sc. . '.‘::5555:-...
Akt |
ua;la.lwerSJa 1 la b
2024.0.0

Windows (32/64), Linux (32/64), MacOSX (64)
* Obliczenia matematyczne i symulacje
* Wykresy 2D i 3D
e Statystyka, Optymalizacja
* Analiza sygnatow
e Xcos — odpowiednik Simulink (Matlab)


https://www.scilab.org/
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Windows, Linux and Mac OS X

Open source software for numerical computation

Discover Scilab Scilab versions
: lab? -

SCILAB TUTORIALS
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Download Software~ Tutorials Use cases~ About~

Scilab 2023.1.0

Released on Tue, 23 May 2023
Software versions
System requiren
3NU General Public Lice

Previous versions
System Reguirements

ther builds are available on Gitlab &£
GNU/Linux
Scilab 2023.1.0 - Linux 64 bits (tarxz)
This version has been compiled by Dassault Systémes and cther builds are available on Gitlab
mac0S
Scilab 2023.1.0 - macOS 64 bits (dmg)

This version has been compiled by University of Technology of Compiégne (UTC) and cther builds are available




Scilab

B scilab 6.1.0 Console

Plik Edycja Sterowanie Marzedzia 7

B A0 Y S 2B L &@

Przeolgdarka plikow ? A X Przegladarka zmiennych

) | C:\Users\E419_1\Documents) 3 Nazwa Value Widocznosd  Memory

.

Wykonanie rozruchu:
ladowanie Srodowiska poczgtkowego

Start Arduino 1.3
Load macros
Load help
Load gateways

Zatadowano archiwum wspdldzielone. S p
Historia polecen

[Fonsolidacja (linkowanie) dokonana —— —
—ff —07/10/2020 09:10:45 — J/

{5 Moje wideo Load palette

{5 Moje Zrédia danych
Visual Studio 2019
Rysunekl.png

Load demos

e s feed

@ Internet Of Things with Scilab 6.1

Internet Of Things with Scilab 6.1

Find out about exciting new applications enabled by Sdilab 6. 1, thanks to the brand
new web tools:

Watch this video from our partners ByteCode, and read the tuterial, to deploy your
own...

T

[] Rozrdiniaj wielkos¢ liter [ Wyrazenie regularne




Scilab - Scinotes

e szereq_sin2x_2.sce (D\GoogleDrive\Wyklady\Metody numeryczne\Proyklady\sz...
Plik Edycja Format Ustawienia Okno Wykona) 7

CEBERE e id00 &t DD & @

szereg sinZx_2.sce |

1
2
3
4
5
6
7
g
9

J:lim
w={{{-L)~i)* (2~ {2%¥1+1) ) ¥ ({e ()~ {2%1i+1l) ) ) S {prod|
Z(j)=x(])+w;
end

end
plot2d{t,x,)r
ater axe=gcal);
Ster_axe.
Ster_axe.




Palety Widok

Tl

Przecladarka palet - Xoos

Palety

Recently Used Blocks

# Systemy czasu dagtego
# Niedaghosd

# Systemy czasu dyskretnego
# Wyszukiwanie odnosnikdw
# Obsluga zdarzen
# Operacje Matematyczne
# Macierz

.

-4 Liczba catkowita
-4 Port & Podsystem
.
-
*
-
»
-
-»
-
-
»

' e

Wykrywanie przekroczenia zera
Trasowanie (Routing) sygnahu
Przetwarzanie sygnafow
Bezwarunkowy

Adnotacie

Sinks

Zrédia

Termo-hydrauliczne

Bloki demonstracyjne

-4 Funkcje zdefiniowane przez uzytkownika
Arduino

Ccs

1
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ConstantVoltage
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@
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Scilab

= Gléwne kategorie - ATOMS
Plik #

B scilab 6.1.0 Console

Plik Edycja Sterowanie Marzedzia 7

@‘E—,ﬂh GD“J@ SciMotes
Przedladarka plikdw B o
C:\Users\E419_1

Translator Matlab do Scilab
MNazwa

E Documnents = ATOMS - menadzer modutéw zewn.

i) Wszystkie moduty

Bioinformatics
Contributed Scilab builds
Data Analysis
Data Handling
Documentation
Dormain-Specific

Image Processing
Instruments Control
inear algebra
Manuzls
Modeling
Mumerical Maths
Optimization
Parallel Computing
Physics
Real-Time
Scilab development
Przetwarzanie sygnafiw
Windows Tools
Xcos

rArduino ﬁ,:&: duing rZEE;HdE k i Y
LI I LI R e W 1 e raui P rka zmiennych
* Translate demos ArduinoData
ﬁ raui

CHANGES 1.5 => 1.6.2 |5 Downloads Historia polecen

BUGS FIXED [ tnventor

* toolbox_arduino_v4.ino file shipped in the module was bad. ﬁ MATLAB Przegladarka plikdw
Replaced with the right file. LT e S
* ARDUINO_pre_simulate() was expecting arduino_v3.ino instead of

arduino_v4.ino and yielded an arror "Il faut charger avec le logiciel

arduino le sketch toolbox_arduino_v3.ino dans la carte Arduing’

when actually dealing with the v.4

* The DESCRIPTION file that was removed from v.1.4 is actually

needed to instal the module offline. Restored.

* Demos: Examples for Scilab 6.0 are displayed with wrong ports

positions with Scilab 5.5. The versions for Arduine 1.1 are

restored in the binary for the Scilab 5.5.

TODO:

* Extend the module to Linux users (through the serial toolbox based on TCL)
* Translate help pages in english

* Translate blocks interfaces and error messages

* Translate demos

Zobacz takie
« http://atoms.scilab.org/toolboxes/arduino/1.8

« hittp://www.scilab-enterprises.comy/

Data wydania
2020-02-16

Wielkosc pliku pobranego
1.7 MB

Autoload Zainstaluj
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Matlab

PR R VI Ol [ History | Lublin University of
¢ @ O &n nathwarks.comy

nter - AstroPri.. W Setup

& MathWorks-

Academia
Campus-Wide License

See if your school has a MATLAB campus license

The Campus-Wide License offers an effective way for stud faculty, and researchers to get accessto a
comprehensive set of MATLAB and Simulink products. To find out if your school is covered under a
Campus-Wide License, complete the form below.

* Indicates required informatien
Information

* University

| Lublin Univ

Enter the o

& United State:

Join the conversation

5 ‘ Trademarks | Privacy Palicy | Praventing Piracy | Application Status 14
994-2020 The MathWarks, Inc._



https://www.pollub.pl/pl/uczelnia/organizacja-uczelni/jednostki-ogolnouczelniane/ci/matlab
https://www.pollub.pl/pl/uczelnia/organizacja-uczelni/jednostki-ogolnouczelniane/ci/matlab
https://www.pollub.pl/pl/uczelnia/organizacja-uczelni/jednostki-ogolnouczelniane/ci/matlab
https://www.pollub.pl/pl/uczelnia/organizacja-uczelni/jednostki-ogolnouczelniane/ci/matlab
https://www.pollub.pl/pl/uczelnia/organizacja-uczelni/jednostki-ogolnouczelniane/ci/matlab

Matlab
2020 | Aavanced opions - | @

LICENSING DESTINATION PRODUCTS
o o O

Select products (recommended products are preselected)

Select All
MATLABE

Simulink
5G Toolbox

O

Aerospace Blockset
Aerospace Toolbox
Antenna Toolbox

Audio Toolbox

Automated Driving Toolbox
AUTOSAR Blockset

Bioinformatics Toolbox

O
O
O
O
O
O
O
O
o

Communications Toolbox




Matlab

\ MATLAB R2020b - academic use

HOME PLOTS

@l EE:' 3 [ Find Files & E ez, New Variable »

PR Sign In
L& Analyze Code é% a8 Community
513 &} @ E @ Preferences @ =
Run and Time Smulink  Layout (O setpath ~ Add-Ons Help — ncauestiupport
- - ~  [E] Learn MATLAB
RESCURCES

% x @ NG @ ISearch Documentation

New New New Open [l Compare Import Save E—“’Open Variable
Script  Live Script = = 4

FILE

Favorites
Data Workspace @ClearWDrkspace ~ ~

WARIABLE CODE SIMULINE ENVIROMNMENT
& 5 8 E ﬁ P C: b Users ¥ E419.1 » Documents b MATLAB
Current Folder

&
|&# Clear Commands ¥

Command Window
Marme =«

Workspace
New to MATLAB? See resources for Getting Started,

Mame =
fros |

Select a file to view details




Matlab - Simulink

SI MULINK Examples
T3 Open. E

Recent
seen Explore featured modeling and simulation examples for a head

*g sidemo_autotrans six start solving your problem using Simulink.

simulink Getting Blocks and Other Release

Projects
Documentation Started Reference Notes

[@ From Source Control v

~ Simulink View All
Learn

[*@ Simulink Onramp

Ep Stateflow Onramp

Pi sldemo_autotrans - Simulink academic use

Modeling an Automatic Transmiss... Simulation of a Bouncing Ball
SIMULATION

[C[5]

e S: g
ag = v oot Browser . bl @ Fast Restart

FILE LIBRARY

Modeling a Fault-Tolerant Fuel Co..x Aircraft Longitudinal Flight Control sidemo_autotrans

¢k [ Open il Stop Time |30

a4 @

Step
Back v
SIMULATE

Run

>

Step
Forward

%
Data
Inspector

REVIEW RESULTS

|*&|sldemo_autotrans »

®

Modeling an Automatic Transmission Controller

Anti-Windup Control Using a PID ... Single Hydraulic Cylinder Simulati...

Thraltie

O

[Pazsing Maneaver |
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n
Theatt EngneRPAL

OEmENE®
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Transmission

OutputTorque
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Radar Tracking Using MATLAB Fu... Approximating Nonlinear Relation...
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VeticleSpeed
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Simulating Automatic Climate Con... Modeling an Anti-Lock Braking Sy...
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Copyright 18902018 The MathWorks. Inc.
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Metody humeryczne

* Metody rozwigzywania problemow
matematycznych za pomocg operacji na liczbach.

e Otrzymywane tg drogg wyniki s3 na ogot
przyblizone, jednak doktadnosc obliczen moze byc¢ z
gory okreslona i dobiera sie jg zaleznie od potrzeb.

* Metody numeryczne wykorzystywane sg wowczas,
gdy badany problem nie ma w ogole rozwigzania
analitycznego (danego rownaniem) lub korzystanie z
takich rozwigzan jest ucigzliwe ze wzgledu na ich
ztozonosc.

18
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Zastosowanie

e catkowania

e znajdowania miejsc zerowych wielomianow
stopnia wiekszego niz 2 (korzystanie ze wzorow na
doktadne wartosci pierwiastkow rownan stopnia 3
i stopnia 4 jest niepraktyczne, dla rownan stopnia
Wyzszego niz 4 wzorow juz nie ma)

* rozwigzywania uktadow rownan liniowych dla
wiekszej liczby rownan i niewiadomych

* rozwigzywania rownan rozniczkowych i uktadow
takich rownan

* znajdowania wartosci i wektorow wtasnych
* aproksymacji i interpolacja

19
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Znaczenie analizy numerycznej
Wtasciwie dobrane i zastosowane metody
humeryczne umozliwiajg symulacje
zjawisk rzeczywistych.

Katastrofa rakiety Ariane 5 -
500 milionéw S (4.06.1996) ~ .g-di 1

Btedna konwersja 64-bit
liczby zmiennoprzecinkowej
na 16-bit liczbe catkowita
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Znaczenie analizy numerycznej

Zatoniecie platformy wiertniczej Sleipner A na
Morzu Pothocnym (23.08.1991)

Koszt — 1 miliard S

Przyczyna: Niedoktadnos¢ zamodelowania
elementu konstrukcji za pomoca metody
elementow skonczonych.

21
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Znaczenie analizy numerycznej
Tragedia w Dhahran w Arabii
Saudyjskiej
21.02.1991 - zgineto 28 osob

Btad w pomiarze czasu (W momencie
wystrzatu wynosit 1/3 s) spowodowat
btad w pozycjonowaniu celu o 687 m.

Gotowa poprawka systemu dotarta dzien
po tragedii.

22
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Znaczenie analizy numerycznej

NASA Mars Climate Orbiter

23.09.1999 ulegt zniszczeniu w atmosferze
Marsa MCO, 700 milionéw S

Przyczyna: btagd w oprogramowaniu komunikacyjnym miedzy
napedami MCU spowodowany stosowaniem innym jednostek
metrycznych przez NASA i firme brytyjska ktora napisata

oprogramowanie. |
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Pojecia podstawowe

Analiza numeryczna — tworzenie,
badanie i analiza algorytmow, w celu
otrzymania rozwigzania humerycznego
roznorodnych zadan matematycznych

Metody humeryczne — tworzenie i
badanie algorytmow (procedur)
obliczeniowych umozliwiajacych
przeprowadzenie analizy numerycznej

pL
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Pojecia podstawowe
Rozwigzanie analityczne danego
zadania moze byc odmienne od jego
rozwigzania humerycznego.

Rozwigzanie analityczne przy
adaptacji bezposredniej do algorytmu
humerycznego moze by¢ wolno zbiezne,
dtugotrwate w obliczeniach, a wiec
ktopotliwe lub bezuzyteczne w analizie

humerycznej.
25
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Pojecia podstawowe

Metody numeryczne stosuje sie gdy
stawiany problem hie posiada
rozwigzania analitycznego (okreslonego
wzorem) lub stosowanie takich wzorow
jest ktopotliwe ze wzgledu na ich
ztozonosc.

26
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Pojecia podstawowe

Obliczenia numeryczne

Obliczenia wykonywane sg bezposrednio na
liczbach

Obliczenia symboliczne

Przeksztatcenia zgodne z regutami
matematycznymi wykonywane sg na symbolach
reprezentujacych liczby

(35.3)° -1 x? —1

= 34.3 =
353+ 1 et 1

x —1

27
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Pojecia podstawowe

Rozwigzanie analityczne

Doktadny wynik numeryczny lub symboliczny
(z wykorzystaniem symboli i funkcji matematycznych)

Rozwigzanie numeryczne

Wynik w postaci numerycznej, z okreslong
doktadnoscia

> 0.25 T ——> 3.14159 ..

WIN =

> 0.66667 ... tg(36) — 7.75047 ...

28
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Obliczenia
Algorytm  obliczeniowy zazwyczaj
umozliwia wyznaczenie poszukiwanej
wartosci z okreslong doktadnoscig 6

Obliczanie pierwiastka kwadratowego
metoda Babilonska

X
(an_l a 1)
a=VX Lo

a, = 2

5 < |X—ad?

29



Przyktad

clear; clc; clf;

function w = pierwiastek(x,c)

endfunction

disp ('Program wyznacza wartos go -z liczby') ;
nazwa = ['1"]; i

kolor = [1];

wyniki = [0]; -

for i=1:5 sqri(156) = 12.49

sqi{24) = 4.899

X = 1input | sqI36) = &

1
1
2
3
5
©
I
8
9

wynik (1)

nazwa (i)

kolor (i)
end

legend (nazwa) ;
disp (nazwa) ;
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Wyznaczanie liczby mt
N, mR* ] N,
N, 4R? N

(x* +y*) < R?




clear; clc;
e = R
format ('v',E
t=0;

N=5555;

rand("uniform")

for i=1:N
®x=—R+rand () *2*R;
y=—Rtrand () *2*R;
®xi(i)==x;
yi(i)=y:
ri(i)=sgrt(x"2+y™2);
if ri(i)<=R then

t=t+1;

W @ -] & s W

end
end
pi=(4*t) /N;
subplot (1,2,1);

mprintf('Liczba pi=-%l.06f',pl) -
o) >

plotZd(xi,yvi,style=—
z=—R:0.01:R;
plot2d(z, sgrt (R™"2-2"2),5)
e=gce () ;

e. . =-3;
plot2d(z, —sqgqrt (R*"2-z"2),5)

e=gce () ;

e. . = 3;

title('N=" + string(N) = ', -Liczba -PI="+string(pi)):
subplot(1,2,2);

histplot(ceil (R*sgrt(2)),ri):
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Pojecia podstawowe
Wzor Taylora

Jezeli funkcja f (x) ma w przedziale
[a,b] pochodng rzedu n-1 oraz pochodna
rzedu n w przedziale (a,b) wowczas
istnieje c€(a,b), takie ze

1
FO) = ) =fH(0) (x = O + Ey ()
k=0

33
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Pojecia podstawowe

Dla pewnego punktu oo zawartego w
przedziale (c,x) mozna okreslic :

(Jzn_ +C )1)! ‘-

Zwang resztg Lagrange’a wzoru Taylora

Definiuje ona doktadnosc¢ otrzymanego
przyblizenia

E,(x) =

34
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Pojecia podstawowe

Szczegolny przypadek wzoru Taylora
dla c=0 okreslany jest wzorem Maclaurina

&
FO) = ) =R 2% + En(x)
k=0

n+1

D ()

En(x) =

35
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Pojecia podstawowe

Pochodne
@' '=0 @) =nx"1 (e¥) = e
il ' 1
(In(x)) i (logq(x)) i

(a*) = a*In(a),a >0 (sin(x))’ = cos(x)
;. il 1

cos(x) ” sin(x) (tg(x)) o2 (x)

(F(g@)) = f'(9(0)g'@)

(f (X)Q(X)) = (X)Q(X) + f(x)g’'(x) 2
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Pojecia podstawowe
Szereg Taylora

Na podstawie wzoru Taylora
wyprowadza sie szereg wielomianowy
Taylora:

FG) —z( ) 16 )

=f(xo)+( ; )f(xo)+( E )f”(xo)+ -

37
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Pojecia podstawowe

Szereg Taylora
1. im wyzszy jest jego stopien, tym lepiej (zwykle)
aproksymuje funkcje,
2. twierdzenie Taylora, daje informacje o btedzie
aproksymaciji (reszta),

3. wielomiany to funkcje elementarne, ktére bardzo
tatwo wyznaczac¢ numerycznie - z tego wzgledu
szereg kalkulatorow (czy programow / jezykow
programowania) implementuje funkcje takie jak
sin(x), cos(x), e*, itp. poprzez odpowiednie
wielomiany Taylora,

38
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Pojecia podstawowe

Szereg Taylora

4. wielomiany z fatwoscig poddajq sie

rozniczkowaniu i catkowaniu,

5. wielomiany mozna zapisa¢ w postaci iloczynowe;j,
utatwiajgc rozwigzywanie szeregu rownan i
nierownosci,

6. wielomiany sg okreslone na catej prostej
rzeczywistej (zespolonej), co umozliwia analityczne

"przedtuzanie” wartosci funkcji na dziedzine, w
ktorej wyjsciowa funkcja jest nieokreslona.

39
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Pojecia podstawowe
Szereg Maclaurina

Dla x,=0 szereg Taylora przyjmuje
postac:

fx) = Z = 14(0)

— FO) + 2 £1(0) + 1 (0) +

40
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Przyktad 1

Rozwiniecie w szereg Maclaurina

00 (_ 1)k22k+1$2k+1

2 @kt )

n — przyjmuje tylko wartosci z szeregu
2k+1

(1,3,5, 7, ..., 2k+1)

43
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Przyktad 1

Stopnie przyblizenia:
n=2k+1=1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17,19,21 #
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Pojecia podstawowe

Rozwiniecia w szereg Taylora
podstawowych funkcji matematycznych

X ( 1)”
Z = cos(x) = 2 (Zn)'
& (1" (7. <
Vit 1= Z A 2 oA < 1

2n)!
arcsin(x) = z 4”(11!52?2)71 5 x?"l x| <1

n=~0 45
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Przyktad 2

Za pomocg wzoru Taylora mozna
wyznaczac przyblizone wartosci funkgji.

L & k
7=y o O
= '

V10 , mozna wyznaczyc dla x,=9

L 10—, = (V9)©
V10 = | (‘/6) v
0= 05

4
k=0

46
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Przyktad 2

Kolejne iteracje rozwiniecia:

(1)
k=0 - 9 k=1 - (\/6) — L
(@)(2) ' 1! 2+/9
k=2 - ) — g
(\/6)(3) %\/6
k=3 - e <
3! 48+/9

- TE

k

74
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Przyktad 2

Wynika ostateczny

1 1 3 15
v10 = V9 4 |
e 6 216 11664 7558272
1 1 1 5
v10 = 3 4

6 216 3888 2519424

V10 = 3,162292254

438
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Pojecia podstawowe

Inny warianty wzoru Taylora mozna
0Siggnac zamieniajgc x na x+h i c na x

n hk
Fr+ ) = ) — 5 (x) + En(h)
k=0

hn+1

mrD @

Punkt o lezy pomiedzy x i x+h

Ey (h) =

49
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Przyktad 3

W oparciu o przedstawiony wariant
wzoru Taylora mozna obliczy¢ przyblizona
wartosc funkcji dla wartosci rzeczywiste;j.

Obliczy¢ V134.65

Najblizszym Zzhanym catkowitym
rozwigzaniem pierwiastka dajgcym wynik
catkowity jest V144 = 12

50
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Przyktad 3
k
V144 — 9.35 = Z o 35) (@)U‘)

¥ ~ (—9.35) ( 9.35)2  3(-9.35)3
W1 g14(vidE)  318(vVIad)

12 — 0.38958 — 0.006324 — 0.00021

V144 — 9.35 = 11.60389

V134.65 = 11.60388 0
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Pojecia podstawowe

W obliczeniach numerycznych czesto
zamiast ostatecznego wyniku otrzymuje
sie cigg przyblizonych rozwigzan,
zazwyczaj coraz doktadniejszych.

Rozwigzanie okreslamy wtedy jako:
lim x, =L,

Mn—00
a wynik okreslamy w sytuacji gdy :

lx, — L| < &

52
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Pojecia podstawowe
Rozwigzania obliczen numerycznych
posiadajg zazwyczaj wiec rozwigzanie w
postaci ciggu zbieznego.
Poszukiwane rozwigzanie moze by¢
zbiezne:
1.liniowo
2.nadliniowo
3.kwadratowa

4.rzedu o

53
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Pojecia podstawowe
Zbieznosc liniowa
Jezeli istnieje stata c<1 i liczba
catkowita N takie ze:

X, 11— =l x| (n=N)

gdzie, x* jest wartoscig (rzeczywista) do
jakiej zbiezny jest cigg rozwigzan.
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Pojecia podstawowe

Zbieznosc¢ nadliniowa

Jezeli istnieje ciag €, zbiezny do zera i
liczba catkowita N takie ze:

‘xn+1_x*‘ ggn‘xn_x*‘ (TLZN)

gdzie, x* jest wartoscig (rzeczywisty)
do jakiej zbiezny jest cigg rozwigzan.

55
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Pojecia podstawowe
Zbieznosc¢ kwadratowa

Jezeli istniejg stata C>0 i liczba
catkowita N takie ze:

X, 1 — x| =ClEEx |- (n=N)

gdzie, x* jest wartoscig (rzeczywista) do
jakiej zbiezny jest cigg rozwigzan.
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Pojecia podstawowe
Zbieznosc rzedu o

Jezeli istniejg stata C>0, stata o.>1 oraz
liczba catkowita N takie ze:

| X2, — x*| = Cle—x"|"""(n > N)
gdzie, x* jest wartoscia (rzeczywista) do
jakiej zbiezny jest cigg rozwigzan.

Dla o wynoszacych:

1< o <2-superliniowa

o=3 — kubiczna

57
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Pojecia podstawowe

Rownania roznicowe

Pod pojeciem rownania roznicowego
rozumiemy zwigzek pomiedzy kilkoma
elementami ciggu rekurencyjnego,
natomiast jego rozwigzaniem jest n-ty
wyraz tego ciggu.

Ciggiem rekurencyjnym okreslamy taki
cigg ktorego kazdy kolejny wyraz
zdefiniowany jest poprzez odwotanie do
poprzednich .
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Przyktad 4

W chwili t=0 pewna populacja liczy P(0).
Roczny wskaznik urodzen wynosi b, a
wspotczynnik umieralnosci d. Zapisac¢ rownanie
roznicowe opisujace przyrost populaciji.

Jezeli dla n-tego roku stan populacji wynosi
P(n) to:

Pn+1)=Pn)+b-P(n)—d-Pn) =
=P(n)(1+b—d)
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Przyktad 4

D3zac do postaci ogdolnej ciggu P(n)
wprowadzamy oznaczenie r=b-d

Pn+1)=Pn)(1+r)

P(n+ 2) = P EIBIEEEE —

PM)A+r)(1+71r)=Pn)(1+r)?
Mozna wiec zaproponowac postac
ogolna rownania roznicowego:

Pnh)=4A0+rn)"*,n=0,1,2, -
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Przyktad 4
Na podstawie warunku poczatkowego
dla n=0, P(n)=P(0) mozna wyznaczyc¢
wartosc statej A:
P(0) = A(l + T)O = A
Rownanie réznicowe dla postawionego
problemu przyjmie wiec postac:

P(n)=PO0)(1+nr)"

64
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Przyktad 4

Dla P(0)=10 000 oraz dzietnoscig i umieralnoscia
opisanymi w tabeli mozna wykreslic rodzine krzywych
wzrostu populacji.

dzietnosé

umieralnosé

0,010 0,010/ 0,0085] 0,015

-
7’
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Arytmetyka zmiennopozycyjna

e Systemy komputerowe pracujg w oparciu
o system dwojkowy.

e Ze wzgledu na to ze w powszechnym
uzyciu stosujemy system dziesietny w
systemach komputerowych nastepuje
konwersja pomiedzy tymi systemami,

* nawejsciu

* na wyjsciu danych.
e Ztego wzgledu mogga pojawic sie btedy z
tym zwigzane.
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Arytmetyka zmiennopozycyjna

W systemie dziesietnym kazda liczba
rzeczywista zapisywana jest w postaci

ciggu, wraz z odpowiednim znakiem (+/-):
23679 =2-1014+3-10°4+6-10"1+7-1072 +9-1073

W uktadzie dwojkowym stosuje sie
tylko cyfry 0i 1
(1001.11101), =1-234+0-22+0-21 +1-2° +
1-2714+1-27241-2340-27%+1-275 =
= (9.90625) 4, ,
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Arytmetyka zmiennopozycyjna
Pozostate stosowane systemy liczbowe:
1. Osemkowy — N, — cyfry 0 —7
2. Szesnastkowym — N, . —cyfry0—9 i
litery A—F
Mozna w zaleznosci od potrzeb
zbudowac dowolny system liczbowy
ktorego postac ogolna N w oparciu o
zakres liczbowy 0 — (3-1) i podstawie >1
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Arytmetyka zmiennopozycyjna

Systemy komputerowe z racji swoich
ograniczen nie potrafig operowac na
nhieskonczonych rozwinieciach liczb w
systemie binarnym.

1
s 3 (0.00011 0011 0011 0011 ...),

Przy konwersji na system 10 z
doktadnoscia do 40 cyfr dziesietnych
otrzymamy:

0.10000 00014 90116 11938 47656 25000 00000 00000
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Zaokraglenia

Zaokraglanie jest istothnhym zagadnieniem obliczen
naukowych

Podstawowy system zaokraglania do n-tej
cyfry:
e Jezeli cyfra n+l ma wartosc0,1,2,3,4ton
cyfra pozostaje bez zmiany
e Jezeli cyfra n+1 ma wartosc 5, 6, 7, 8, 9 to
wartosc n-tej cyfry zostaje zwiekszona o 1
e Jezeli cyfra n+1 ma wartosc 5, to czasami
zwiekszenie o 1 realizuje sie tylko w sytuacji gdy
zwiekszenie n-tej liczby da w wyniku liczbe
parzysta 70



Zaokraglenia

Zaokraglenie liczby siedmiocyfrowe;j
do liczby czterocyfrowej:

0.1783498
0.9999500
0.4321409
0.5767523
0.5768523

——
——
——

0.1783
1.0000
0.4321
0.5768
0.5768

15:21

71



15:21

Liczby zmiennopozycyjne

W systemie dziesiethym kazda liczbe
rzeczywistg mozna przedstawic w postaci
Zzmiennopozycyjnej (zmiennoprzecinkowej):

X =zxr x 10"

gdzie r € [1,10] (lub czasami r € [0.1,1]), a
n jest liczbg catkowita +, - lub 0.

Jezeli x=0 to r=0, a n przyjmuje wartosc
dowolna.
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Liczby zmiennopozycyjne
W systemie binarnym zmiennopozycyjna
postac liczby (x#0) zapisana jest analogicznie
jak w systemie dziesiethym:
x=(-1)’mx2¢

gdzie m € [1,2] (lub czasami g € [0.5,1]),ac
jest liczbg catkowita. Przyjmuje sie, ze mantysa
m i cecha c sg wyrazone w uktadzie
dwodjkowym, z jest bitem znaku.

Liczby w systemach komputerowych
opisane s3g jak wyzej, z ograniczeniami wartosci

m i c wynikajacymi z dfugosci stowa i
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Liczby zmiennopozycyjne

Zgodnie ze standardem IEEE (Nr. 754 z 1985 r.)
liczba zmiennopozycyjna binarna skfada sie:

Format zapisu zmiennopozycyjnego IEEE 754

32 bity (8 bitéw) (BIAS=127) (23 bitow)
Pojedyncza precyzja bsg .. b3 b, ... by

64 bity (11 bitéw) (BIAS=1023) (52 bitéw)
Podwdjna precyzja be, - bs, be, ... by

Opis padl bitowych Bit znaku ~ Bity kodu cechy - Bity utamkowe mantysy ///

(1 bit) by,

(1 bit) b,

Liczby w tej postaci okresla sie czesto jako
liczby maszynowe

IEEE - Institute of Electrical and Electronic Engineers
74
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Liczby zmiennopozycyjne

Dla systemu 32 bitowego mozliwe jest
zapamietanie liczb z przedziatu:

2-126 = (2-2-23)2127
1.2x10-38 — 3.4x1038
Dla liczb dodatnich i ujemnych
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Liczby zmiennopozycyjne

Przyjmuje sie, ze cecha ¢ moze przyjmowac
wartosci catkowite z zakresu [-126, 127], stad
(c+127)€[1, 254]. Na 8 bitach mozna zapisac
liczby z zakresu [0, 255].

0 - (00000 000),
255 - (11 111 111),
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Liczby zmiennopozycyjne

Mantysa liczby réznej od zera ma z
definicji czes¢ catkowita rownga 1, z tego
wzgledu zapamietuje sie tylko czesc
utamkowa:

| —> 00 000 000 000 000 000 000 000
2-223 -511111111111111111111111
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Przyktad 1

Przeliczanie liczby 125.5 z systemu
dziesiethego na binarny zmiennopozycyijny.

1. Wyznaczenie cechy c i mantysy m (dziesietny)
2. Konwersja cechy ¢ na system binarny
3. Konwersja mantysy m w na system binarny

4. Zapisanie liczby w postaci binarnej
Zzmiennopozycyjnej
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Przyktad 1

Wyznaczanie cechy i
mantysy

125.5x2°  Mantysa m=0.9609375
62.75 x 21 Cecha c=5+127=132

31.375x 2?2  Bijt znaku z=0
15.6875 x 23

7.84375x% 24
1.9609375 x 2°
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Przyktad 1

Konwersja mantysy realizowana jest
poprzez mnozenie czesci utamkowej liczby
przez 2. Jezeli wynik jest wiekszy od zera
sktadnik mantysy ustawiamy na 1, jezeli
mniejszy od jedynki ustawiamy O.
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Przyktad 1

Okreslanie binarnej postaci mantysy

1. 0.9609375x2 =1,921875 -1
2. 0.921875x2 =1,84375 —
3. 0.84375x 2 =1,6875 —
4. 0.6875 x 2 =1,375 -1
5. 0.375x2 =0.75 -0
6. 0.75x2 — 1 — 1
7. 0.5x2 =1,0 -1
8. 0x2 =0 -0

81



Przyktad 1

Okreslanie binarnej postaci cechy

132 div2=66; 132 mod2=0
66div2=33; 66mod2=0
33div2=16; 33 mod2=1
16div2=8; 16mod2=0
8 div2=4; 8mod2=0
4 div 2 = 2; 4 mod2=0
2div2=1; 2mod2=0
1div2=0; 1mod2=1

c = 10000100

-0
-0
-1
-0
=20
-0
-0
-1

15:21
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Przyktad 1

Ostateczne liczba 125.5 ma postac
binarng zmiennopozycyjng 32 bit:

125.5=
0 10000100 11110110000000000000000
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Przyktad 2

Przeprowadzic konwersje liczby
binarnej zmiennopozycyjnej na postac
dziesietna.

110001100 10011110010010100000000
z=1

¢c=10001100
m=10011110010010100000000
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Przyktad 2

Po identyfikacji elementow, mantysy,
cechu i bitu znaku, nalezy przeprowadzic
konwersje z postaci binarnej na dziesietna
mantysy i cechy. Nalezy pamietac ze
mantysa przechowuje informacje o czesci
utamkowej i nalezy po konwersji dodac
do niej 1, natomiast od wyznaczonej
wartosci cechy nalezy odjac 127.
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Przyktad 2

76543210
Przeliczanie cechy ¢c=10001100

c=22+23+27-127=-4+8+128-127=13
Przeliczanie mantysy

12 345 6 /728910 11128115

m=100111100100101
M=1+2"142442>42642742-1042-1342-15

=1,618316650390625
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Przyktad 3

Liczba binarna zmiennopozycyjna:
110001100 10011110010010100000000
po konwersji wynosi:

(-1)* x m x 2¢=
=(-1)' x 1,618316650390625 x 213 =
=-13257.25
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Liczby zmiennopozycyjne

Nie kazda liczbe da sie przedstawic w
postaci zmiennopozycyjnej bitowej o
skonczonym rozwinieciu jak w przyktadach
wczesniejszych. W efekcie nie da sie zapisac
liczby w sposob doktadny. Powoduje to ze zapis
na mozliwie bliska liczbe maszynowa jest
obarczony btedem.

W przypadku postaci 32 bitowej mamy 23
bity mantysy, natomiast 64 bitowej liczba

bitow mantysy wynosi 52.
88
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Przyktad 3

Przeprowadzi¢c konwersje liczby 0.01 do
postaci zmiennopozycyjnej binarnej.

Bit znaku z=0 c=-7+127=120 m=0.28
0,01*29 =0,01
0,02*2-1=0,01
0,04*%22=0,01
0,08*%23 =0,01
0,16*24=0,01
0,32*2> =0,01
0,64*%2°=0,01
1,28*%27 = 0,01
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Przyktad 3

1
2
3
4
5
6
7
8

orrkFERKEOODO

c=01111000



© 0o ~Jo U d WN K

=
o

0,68

0,36

0,72
0,4400001
0,8800001
0,7600002
0,5200005
0,0400009
0,0800018
0,1600037
0,3200073
0,6400146
0,2800293

! ' hUUHE 6

0,9609375

0,921875
0,84375
0,6875
0,375
0,75

0,5
0

0
1
0
0
0
1
1
1
1
0
1
0
1
1

P, OOOHKOWH®RMPDO

1,36
0,72
1,44
0,88
1,76
1,52
1,040001
0,080002
0,160004
0,320007
0,640015
1,280029
0,560059

1,921875
1,84375
1,6875
1,375
0,75
1,5
1
0

o B OO OO K KPR PP O FP» OB
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Przyktad 3

0.01=
001111000 01000111101011100001010

W celu okreslenia btedu konwersji nalezy
przeliczy¢ liczbe zmiennopozycyjng na postac
dziesietna.
M=1+224+2°4274+23429421142-1342-1442-154.2-224.9-22=
=1.279999971

0,01 = (-1)9 x 1.279999971 x 2(120-127)

= 0.00999999977648258
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Liczby zmiennopozycyjne

W standardzie IEEE 754 przewidziano takze istnienie zera
w dwoch post 0* i 0". Zwigzane s3 z sytuacjg gdy wynik obliczen
posiada ceche mniejszg od -126. Mowi sie wtedy o
niedomiarze. (bit znaku odpowiednio 0 lub 1, cecha i mantysa
same 0)

Analogiczna sytuacja ma miejsce z nieskonczonoscig w
dwodch postaciach +eo | -0, Stosuje sie je wtedy gdy cecha
osigga wartosc¢ wiekszg od 127. (bit znaku odpowiednio 0 lub
1, cecha same 1, mantysa same 0)

Dodatkowo przewidziano takze koniecznos¢ stosowania
symbolu NaN (Not a Number) dla sytuacji gdy dziatanie jest
niewykonalne: 0/0,

co-co, X+NaN. (bit znaku 0 lub 1, cecha same 1, mantysa
dowolna poza samymi 0) 93



Liczby zmiennopozycyjne

15:21

Typ Bit znaku Cecha Mantysa Wartosc¢
0 (0] 0000 0000 (000 0000 0000 0000 0000 0000 0.0
0. 1 0000 0000 |000 0000 0000 0000 0000 0000 -0.0
1 (0] 0111 1111 |000 0000 0000 0000 0000 0000 1.0
-1 1 0111 1111 (000 0000 0000 0000 0000 0000 -1.0
Najmniejsza o +2723 x 27126 = 127149 =
niedomiarowa liczba 0000 0000 |000 0000 0000 0000 0000 0001 +1.4x10-35
Srednia . $271 x 27126 = $2-127 =
niedomiarowa liczba 0000 0000 |100 0000 0000 0000 0000 0000 +5.88x10-3°
Najwieksza . +(1-22%) x 27126 =
niedomiarowa liczba 00000000 1111111111711 111111111111 +1.18x10-38

Najmniejsza liczba
znormalizowana
Najwieksza liczba

0000 0001

1111 1110

000 0000 0000 0000 0000 0000

11111111111 1111 1111 1111

+2-126 = +1,18x10738

+(2-2723) x 2127 =

znormalizowana

+3.4x1038

400 0 1111 1111 {000 0000 0000 0000 0000 0000 400
-co 1 1111 1111 |000 0000 0000 0000 0000 0000 —oo
Wartos¢ nieokreslona & 1111 1111 |Nie same zera NaN
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Liczby zmiennopozycyjne
* Nie kazda liczbe rzeczywistag mozna
przedstawic w postaci maszynowej. W takim
wypadku stosujgc tzw. obciecie wyznacza sie
najblizszg jej liczbe maszynowa.
* Mozna zaokragli¢ w dot lub w gore.
e Zaokraglenie w dotf powstaje poprzez

obciecie, natomiast zaokraglenie w gore
poprzez zwiekszenie ostatniego bitu mantysy.

e Szacujac btad przyblizenia mozna wybrac
doktadniejsze przyblizenie.
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Dziatania na liczbach zmiennopozycyjnych

Dziatania arytmetyczne (+, -, %, <)
wykonywane na maszynach liczacych s3a
obarczone btedem wynikajgcym z
doktadnosci arytmetyki €, zalezng od
konstrukcji maszyny liczgce;.

Dziatania wykonane na dwadch liczbach
maszynowych obarczone sg btedem
wynikajagcym z aproksymacji wyniku obliczen.

fl(xOy)=(xOy)(1+6) gdzie |6|< €
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Utrata cyfr znaczacych

Utrata cyfr znaczacych (ograniczenie cyfr
przechowywanych w mantysie) wystepuje w
przy dziataniach algebraicznych.

x =0.3721478693 y =0.3720230572
x-y = 0.0001248121

fl(x) =0.37215  fl(y) = 0.37202
fl(x) - fl(y) = 0.00013 = 0.13000 x 103

(x =) = (1) = FiB)| _ ‘0.0001248121 —0.00013|

~ 0.04
(x —v) K
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Odejmowanie liczb bliskich

Programujgc zadania obliczeniowe nalezy
unikac sytuacji w ktorych pojawi sie ryzyko
odejmowania liczb bliskich.

Y o? | 1

. 1 1 2
y=(\/x2+1—1)(\/x - :

(Vx2+1+1) (VxZ+1+1)
W pierwszym rownaniu dla matych x

zachodzi odejmowanie liczb bliskich i ryzyku
utraty cyfr znaczgcych w wyniku.
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Arytmetyka przedziatowa

 Rozwigzaniem problemu utraty cyfr
znaczacych wydaje sie stosowanie arytmetyki
przedziatowej.

« Zamiast na liczbach operuje sie w niej na
przedziatach zawierajgcych doktadne wartosci.

* W przypadku idealnym operuje sie na bardzo
matych przedziatach.

 Ze wzgledu na duze koszty dziatania oraz
problemem rozszerzania sie tworzonych
przedziatow, metode t3g stosuje sie tylko w
sytuacjach gdy doktadne informacje o wynikach
majg szczegolne znaczenie.
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Stabilnosc algorytmow
Algorytm uznawany jest za stabilny
wtedy gdy rozwigzanie zadania jakie
generuje obarczone jest btedem tego
samego rzedu co optymalny poziom
btedu rozwigzania danego zadania.

Oznacza to ze otrzymywany z
algorytmu btad jest na poziomie btedu
wyhnikajgcego z przyblizonej reprezentac;ji
danych i wyniku.
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Stabilnosc¢ algorytmow

Algorytmem niestabilnym okreslic
mozna algorytm numeryczny w ktorym
niewielkie btedy popetniane na jakims
etapie przenoszg sie i rosng na kolejnych
etapach obliczen, powodujac znaczace
znieksztatcenie ostatecznego wyniku
obliczen.
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Pojecia podstawowe

Macierzg rzeczywistg A o wymiarach m x n
nazywamy prostok3atng tablice zawierajaca
elementy rzeczywiste, ustawione w m
wierszach i n kolumnach.
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Pojecia podstawowe

* Macierze oznacza sie zazwyczaj duzymi literami
alfabetu: A, B, X, natomiast elementy macierzy
matymi literami z indeksami oznaczajgcymi
numer wiersza i kolumny: a. i b'j, X;

 Macierz A mozna takze zapisac [a lub [3; ;]
* Macierz A=[a, ], lub A=[a; ] ., nazywa sig

wektorem.

,Jlmxn

* Macierz o wymiarze n x n okresla sie jako
macierz kwadratowa.
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Pojecia podstawowe

* Macierz ktorej wszystkie elementy sg 0 nazywa sie

Zerowa.

 Macierz kwadratowg ktorej wszystkie elementy
poza lezagcymi na przekatnej sg 0 okresla sie jako

macierz diagonalna.

* Macierz diagonalna w ktorej wszystkie elementy

15:21

lezgce na przekatnej sg rowne 1, nazywa sie macierza
jednostkowa n-tego stopnia i oznacza /..

—1 0 0 O]
E0 " 2 0 0
A_0080
0 0 0

I3

bl
0 1
0 0

i
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Pojecia podstawowe

Macierz trojkatng dolng lub gorna
okresla sie macierz ktorej wszystkie
elementy lezace nad lub pod przekatna sa
rowne 0.

—4l 2
0
1
T

O e
QO AERIN WO
O 0 O W
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Wtasnosci macierzy

Suma macierzy A=[a; | .. i B=[b; ] ..,
nazywa macierz C=[c; ] ..., 8dzie c;.=a; +b;.

lloczyn macierzy A=[3; | ., przez liczbe
aeR nazywa macierz C=[c; | ., gdzie
CIRE e
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Wtasnosci macierzy

Dla macierzy A, B i C tego samego
wymiaru, oraz liczb rzeczywistych o i 3
zachodzg zaleznosci:

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C(C)
A+0=0+A=A
A+(-A)=0

ox(A + B) = axA + axB
(a + B)xA = axA + BxA
1xA=A

(c x B)xA= ax(BxA)

125



15:21

Wtasnosci macierzy

lloczynem macierzy A=[a; ] ..., |
B=[b; :] ..« hazywa macierz C=[c; ] ..., gdzie
C;=a;,by ;+a;,b, +...4a; b, .

) LNnn,j
o "
A-B=; £ ‘o=
G

=[1-1+2-3+4-5 1-2+2-4+4-6]=[27 34
4-1+5:-34+6-5 4:-24+5:-44+6-6 49 64

Przemiennos¢ mnozenia macierzy nie
zawsze zachodzi AB#BA
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Wtasnosci macierzy

Jezeli macierze A, BiCs3a
odpowiednich wymiarow, a a jest liczb3
rzeczywistg to:

A(B+C) = AB+AC
(A+B)C = AC+BC
A(aB) = (atA)B = a(AB)
(AB)C = A(BC)
Al_=I_A=A

APAM=AN+M
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Wtasnosci macierzy |
Macierzg transponowang do macierzy
A-[a”] nazywamy macierz B=|[b.

mxn | j]nxm

Mauerz transponowana do macierzy A
oznacza sie A’

Przy transponowaniu macierzy kolejne
jej wiersze staja sie kolumnami macierzy
transponowane,;.
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Wtasnosci macierzy

Dla macierzy A, B odpowiednich
wymiarow, a liczby rzeczywistej oraz n liczby
catkowitej:

(A+B)T=A"+B'

(AT)"=A

(axA)T=ax AT

(AxB) =BT x AT

(An)T - (AT)n

Macierz kwadratowg A nazywamy
symetryczng (antysymetryczng), gdy
AT=A (AT=-A)
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Pojecia podstawowe

Macierzg hermitowska okreslamy

macierz kwadratowa zawierajgca
elementy rzeczywiste lub zespolone ktora

jest rowna swojemu sprzezeniu.
A=AT
1 2 4 2 1— 2i i
AR (|
4 1 7

1+ 2i =0 Biein L1
=l . =4/ 5
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Pojecia podstawowe
Wtasnosci macierzy hermitowskie;j:

1. W gtownej przekatnej sg wyrazy
rzeczywiste

2. Ma rzeczywiste wartosci wlasne

3. Wyznacznik macierzy jest rzeczywisty

4. Macierz o elementach rzeczywistych
jest symetryczna
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Wyznacznik macierzy

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej
A nazywa sie funkcje |A|=det A
przyporzagdkowujgca liczbe rzeczywistg w
sposob indukcyjny:
1. Jezeli macierz A ma stopien n=1 to:
det A =aq,
2. Jezeli macierz A ma stopien n=2 to:

det A = (—1)'"la, detAd; ; + -+ (-1 a,, detd,,,

132



Wyznacznik macierzy

Dla macierzy kwadratowej A o stopniu
n=2, mozna okresli¢c dopetnienie
algebraiczne elementu 3; ; takie ze:

Di’j=(-1)‘+l'detAi’j

Mozna wiec dla macierzy kwadratowej
A stopnia n=2, oraz i=1, j<n opisac
wyznacznik macierzy jako:

detA=q; D, ,+...+a; D, =a, D, ;+..4a D

i,n"—i,n n,j—n,j
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Wyznacznik macierzy

Z]:ad—bczlg _12]=4-1—(—2)-5=14

a

|4| = detAd =
|A| = detd =
|A| = detA =|

B N DR, o o SN

b

UGIDND 0 UITDNY oo O > o

= (aei + dhc + gbf) — (ceg + fha + ibd)

|I=(1-5-9+4:8:3+7-2-6)
~(3:5:746:8-14+9:2-4) =

O\W\OO\UJ.“-\-}Q.H."*Q.

= 225— 2725=400

Reguty te nie majg zastosowania do obliczania

wyznacznikow wyzszych rzedow n>3
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Wyznacznik macierzy

Interpretacjg geometryczna
wyznacznika Il stopnia jest pole

rownolegtoboku opisanego wektorami
—> . >
v=(a,b) i u=(c,d)

Interpretacjg geometrycznag
wyznacznika Il stopnia jest objetosc

rownolegtoscianu opisanego wektorami
v=(a,b,c), u=(d,e,f) i w=(g,h,i).
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Wyznacznik macierzy

Wyznacznik macierzy trojkatnej gérnej lub
dolnej, niezaleznie od stopnia macierzy rowny
jest iloczynowi elementow znajdujacych sie na
przekatnej macierzy.

2. +°3 S R

D —8" 3™EL | ', THICHEEE. .
deto oy =2-(—8)=3-(—1) =48

Dm0 —1
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Wyznacznik macierzy
Wyznacznik macierzy:

AT N
det 0 A:Z B = detA, - detA, - ---- detA,
0  OF cHEwfs

gdzie A,,...,A, s macierzami
kwadratowymi (niekoniecznie tego samego
stopnia, 0 oznaczajg macierze zerowe, a B
dowolne macierze to wyznacznik takiej

macierzy liczymy jako iloczyn wyznacznikow.
137



Wyznacznik macierzy

4 1
3 2
2 3

5

—det[ det[s _3] det

{ 4-1-(—98) = —392

8
3
4

15:21

N
1

138
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Wyznacznik macierzy

1. Wyznacznik macierzy kwadratowej zawierajacej kolumne
lub wiersz zerowy wynosi 0.

2. Zmiana miejscami dwdch wierszy lub dwoch kolumn
spowoduje ze zmieni sie znak wyznacznika macierzy

3. Wyznacznik macierzy kwadratowej majgcej dwie takie
same kolumny lub wiersze wynosi 0

4. Jezeli mozna z jednego wiersza lub kolumny wydzieli¢ staty

wspotczynnik to mozna wytgczyc go przed wyznacznik

macierzy. r
A

—ldt
_3 e

det

—_ D N
o vl &
O = o
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Wyznacznik macierzy

Wyznacznik macierzy w ktorej w jedna
kolumne lub wiersz opisze sie jako sume liczb
mozna policzy¢ jako sume wyznacznikow
dwodch macierzy w ktorej wskazany wiersz lub
kolumna s3g zastgpione wskazanymi
sktadnikami:

v I P
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Wyznacznik macierz
Wyznacznik macierzy nie zmieni sie
jezeli do wartosci dowolnego wiersza lub
kolumny dodamy dowolng wielokrotnosc¢
innego wiersza lub kolumny.

298 5] R 25 5]
det|3 5 6|=det|3 5+2-6 6
=3 e - - i
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Wyznacznik macierzy

1. Wyznacznik macierzy i wyznacznik
macierzy do niej transponowanej sg sobie
rowne: detA=detA’

2. Jezeli macierze A i B s3 macierzami
kwadratowymi tego samego stopnia to
det(A:B)=detA-detB

3. Dla dowolnego n catkowitego:
det(A")=(detA)"
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Wyznacznik macierzy

Algorytm Gaussa obliczania wyznacznikow, dla
macierzy kwadratowych stopnia n23 i a, ,#0.

aq,2 A1,n7
Tt
a1,1 a1,1
det[A] — al,lde‘t a2,1 a2,2 k. a2,n =
Ap1 Ap2 - Opnl
i aq,2 A1,n
1 o P [ 7
ai,1 aq,1 az,2 Az n
— aljldet 0 arzjz s a’zln — al’ldet E —
- - - ! !
: : An,2 Ann
I I/
0 an,Z Ann
al ;
B = i _’j
VLl by — 2 143



Wyznacznik macierzy

det(> 7T 2 T|=2det|s 4 2 2|=

4 TR 0 === 1

4 4 2 -4 1A
’ ai,1 1
a2,1=a2,1_a2,1a = 3 ke —

1,1
’ aq, 2
azjz=a2J2_a2J1ﬁ=_4‘_3I=_10
-3

7 . ai1,3 /2_13
a2,3—a2,3—a2,1a11—2—3T—7
! aq, 1
a2,4 — a2J4 = a.2,1 aii — 2 ey 3; — _1 144



Wyznacznik macierzy

T
a2
13
2det|0 —10 — -1
0 —19 > _g
2
0 -6 2 -3
1
= (2-(~10))det
(2 (-10)) -
—6

= 2det

B =
2
1o
2
sy 3
= (—20)det

13

20
63

20
19

10

15:21

10
61

10
12
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Wyznacznik macierzy

63 61 F ] A
- 20 10| _ gt 63
= (—20)det 19 12 —( 20 Zo)det 19 12
10 5 10 5
I 1227
 enraeel BT 3831
= (—63)det| £l = (~63)det|-—| =
63
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end

end

endfunction

"Wyznacznik macierzy X=333"
"Etap: 1"

-10. 0.5

-159. 15.5

-G, 2.

"Etap:

3.15
-1.%8

"Etap:

-6.0753651

"Wyznacznik macierzy X=333"

-0.3192037
-4.,7422111
1.1858001
4.5615354
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Macierz odwrotna

Macierzg odwrotna do macierzy
kwadratowej A stopnia n okresla sie macierz
A spetniajacg warunek:

AA1=A1A=]
gdzie | jest macierza jednostkowg n-tego
stopnia.

Macierz jest odwracalna tylko wtedy gdy

jest nieosobliwa, a wiec spetniony jest
warunek:

detAz0 148
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Wtasnosci macierzy odwrotnej

Dla macierzy A i B tego samego

wymiaru, odwracalnych, a€eR\{0} i neN to
« Al Al AB, aA, A" s3 odwracalne

det(A1)=(detA)?
(A)1=
(AB)1=B-1A1
(aA)*=(1/a)(A™)
(An)-1=(A-1)n
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Macierz odwrotna

Macierz odwrotng do A liczy sie wedtug
zaleznosci: 1

A — DT
detA

gdzie D jest macierzg dopetnien algebraicznych
macierzy A:

_( 1)i+jM
Gdzie M; jest wyznacznlklem maaerzy

powstaiej przez usuniecie z macierzy A i-tego
wiersza i j-kolumny
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Przyktad 1 ol

Wyznaczy¢ macierz odwrotna do A.

e 0
A=|1 3 1 1

. 3 D,

Sl 2

1 gl
detlo 2 3SR 0 (-2 1)

1 2 0

Bl S

S8 - 0 + 1 - 28] SRR —
= 9T 6) =1 151
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Przyktad 1

Nalezy wyznaczy¢ macierz dopetnien
algebraicznych:

o N ERENE.. .
D), = (-1)!*idet|> J[=9-2=7
s 147 e 1 B _
D, =(—1)"*det . S it 13 1"= —3
T T
D= (1) aaelict 6o P
. O s )
A=1|1 3 1 D =15 3 —2
0= "%l = —1 1 1 152
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Przyktad 1

Macierz D':
7 TGN 7/ —6 2
D =M—5 37" ST 2 —1]
2 =1 Sl 2 =2 wl

Macierz odwrotna do A wynosi:

1 ([7 =6 "2/ -6 2
A‘lzthDT=I —3° 3 T3 3 _1q
= | 2 FEC SR, "o 1
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function A=odwrotna (B)

w=Wyznacznik (B) ;
r=size(B,"r");
c=slze(B,"c"):

for i=l:r

"Wyznacznik macierzy X=333"
for j=l:c
A{i,j}=={;fw}*{ "WyzZnacznik macierzy X=383"

end
"Macierz odwrotna do x:™

1
2
3
4
2
&
7
g8
9

end

endfunction ~0.0469974

0.2088773
0.1436031
0.3446475

—-0.03591e45
-0.159268%9
-0.0469574

0.2872063

1044386
0913838
1253264
0852167

0678851
1906005
3185375
. 1644505

function D=dopelnienie (X, a
D=X;
D (a,
D(:,b)

"Macierz odwrotna do x->inv(x):"™

endfunction

-0.0469574
0.2088773
0.1436031
0.34496475

-0.035%1645
-0.159268%9
-0.04695974

0.2872063

Q.
0.
0.
—-0.

1044386
0513838
1253264
0592167

0678851
1906005
.3185375
. 1644505
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Przyktad 2

Wyznaczanie macierzy odwrotnej metoda
Gaussa poprzez przeksztatcanie uktadu
macierzy Al do uktadu IA za pomoca
elementarnych przeksztatcen:

1. Mnozenia macierzy przez state rozne od
zera

2. Dodawania do elementow wiersza
odpowiadajacych ich elementow innego
wiersza przemnozonych przez dowolng stata

3. Przestawianie wierszy 155



Przyktad 2

Za pomocg przeksztatcen
elementarnych mozna z zalewnosci:

AA1=]

Wyznaczy¢ macierz odwrotng A do
macierzy A

1 Z%
A=1|1 3"%
() 3 279,

15:21
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Przykiad 2

1 0 0 0O 10 %0
.3 1 Ozl
Ul Z e i) g0 1
s 0] P O

1 3 1}]|]|0 sl

0 2 Sl sl

1 U

0 1 1 1 0

0 " Z —2W5

—
-
-
-
-

o
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Przykiad 2

;

|
|

0
0

1
0
0

1
0
0

o= O OO O e D

I
N

0 7
0| 1-3
| 2

15:21

l —2W>
—Z 1

—'1«1/'3

—Z 1

2
—1
1

158
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Macierz blokowa (klatkowa)
Jezeli elementami macierzy A s3 inne

macierze, to taka macierz okresla sie
mianem macierzy blokowej (klatkowa).

@11 Q412 Ain
B 1,1 B 1,2 Az1 Qo2 | "t (Uzn
A= B B — . . . :
Do 1 28,
Anm1 Am2| " Amn

Podziat na bloki (klatki) moze byc¢
prowadzony w sposob dowolny. -
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Macierze blokowe

Dodawanie i mnozenie macierzy
blokowych realizowane jest analogicznie jak
przy dodawaniu i mnozeniu macierzy, traktuj3
bloki jak elementy macierzy.

Bloki utworzone w macierzach muszg miec
wymiary umozliwiajgce wykonanie dziatan:
* Dodawanie — macierze tego samego
wymiaru
* Mnozenie — zgodna liczba kolumn w
pierwszej i wierszy w drugiej macierzy

160
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Przykiad 3 |
7

a3 o oes 2 lr el = 3|= [
0 0F O™ as 0

c=a=[g 4, |[51=l0s, ol =[5!

2-1+4-2+1-3]_ 13

Rl

A151 = ]2 =[3-1+3-2+4-3

Ll 161



Macierze blokowe ,
Macierz diagonalna-blokowa jest

macierzg zawierajgcg ha swojej
przekatnej macierze, a pozostate
elementy s3 rowne 0.

5 0 0 0. DN GRS EEN

0 3 2 |SEET0" SO

0.1 30 G 0" 0 O/mmEsR 0 0
41070 073 3 —2 27 0 SNEONEEEE O

OOEO™ 2 1 1 390 OV A,

O'NEMED 3 2 2 57 0 WSS~ O

OFO"NDN 1 1 3 7°0

L0 070 0F OsuOEl 2

e
i

O e

15:21
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Macierze blokowe

Wyznacznik macierzy blokowej diagonalnej rdwna
sie iloczynowi wyznacznikow macierzy znajdujacych
sie na przekatnej.

A A
Jezeli A= |1 2] i macierze A;i A, s3
0 A,
kwadratowe to: detA=detA,-detA,
A
Jezeli A = 0 A,

v Ay

D PR A,
° ) n ° ° (]
Jezeli A = [ ] i B jest dowolng macierza o
e |

| macierze A, i A, s3
kwadratowe, nieosobliwe to: A=1 = [

wymiarach mxnto: 41 = [1” _B]
|
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Norma wektora
Dla macierzy jednokolumnowej
(wektora) okreslane sg nastepujace normy:

n

1. Suma modutéw: ||A]|| = Zlail

=
n

2. Norma euklidesowa: ||4]|, = Z:Iail2
\ =1

f max
3. Norma maksimum: ||A||, = ; | x; |

179



15:21

Normy macierzy

Normy macierzy kwadratowy okresla sie
nastepujaco:

1. Suma kolumny: [[Af| = 4 <] < nZ‘a”‘

m n
2. Norma euklidesowa: ||A4]|, = Z Z‘aij‘z

i=1 j=1
N

3. Norma spektralna: [|A|l; = v/ Anax(ATA)
(A) — maksymalna wartosc¢ wartosci wIasnych macierzy A

max

. max
4. Sumy wierszy: ||A]|o = 1<ic< nZ‘ai,j‘

=
J 180
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Przyktad 5

Obliczy¢ normy wektora:

A = [54,-9,0,12,3]
|A]l =54 +9+ 12 + 3 = 78

|1A]l, = /542 + 92 + 122 + 32 = 56.125
14]loo = 54

181



Pr(z)z

i

A

A

1Al = v/ Amax (ATA) = 4.858
-

1Al

[ 3 il 1
AR

ktad 6

liczy¢ normy macierzy kwadratowe;:

]

= max|5 535

15:21

, = VOB RN ] B0+ 1 +1=5

o — max

5

L7]

182
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Przyktad 7

E,=100V
E,=j100 V
2,-2.=10 Q
Z,=25=j10 2
Z,=Z,=-j10 Q2
2,2.=20 Q

184
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Przyktad 7

Dla metody pragdow oczkowych na podstawie
schematu mozna utworzyc graf zorientowany.

185
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Przyki ad 7 metoda pradow oczkowych
odstawie grafu tworzona
jest macierz incydenciji.
0 — jezeli gataz nie nalezy do
oczka
1 — jezeli gataz nalezy do oczka,
a prad gateziowy jest zgodny z
pradem oczkowym
-1 — jezeli gataz nalezy do
oczka, a prad gateziowy nie jest
zgodny z pragdem oczkowym

TRl 1 0 0 = ORmsd” O]
B — Of0 —1 1 "0 = ot 1
Ve — Lol 05 Sl () ()
0 0 Ot 073 1y O] 186
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Przyktad 7

Na podstawie struktury obwodu budowana jest macierz
diagonalna impedancji.

Vi

o © o oSl (KN
© © o oESEEN .
o o o oG

== - -

o o o ANSES U
o oS o ol
o | NSRS o Sl

O O CONECERGEERC O

187



15:21

Przyktad 7

Wektory pradow i napiec zrodtowych

0 — jezeli w gatezi nie ma zrodet

ten sam znak — jezeli kierunek (E jest zgodny) (I
jest przeciwny) z kierunkiem pradu gateziowego

znak przeciwny- jezeli kierunek (E jest przeciwny)
(I jest zgodny) z kierunkiem pradu gateziowego

Eq 0
E 0
By 59— 759
0 0
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Przyktad 7

1. Macierz impedancji witasnych i wzajemnych
Z=B-Z;-B'
1. Prady oczkowe
e _1 ° °  — °
I,=Z'.BNE, —Z,-1,)

1. Prady wypadkowe gatezi uogolnionych
I=B"-1,

1. Prady gateziowe
I,=1+1,

189
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Przyktad 7

Dla metody potencjatow weztowych na podstawie
schematu mozna utworzyc graf zorientowany. Jeden z weziéw
przyjmuje sie jak wezet odniesienia, poprzez jego uziemieni.

190



15:21
Prz kl'ad 7 metoda potencjatéw weztowych

Na podstawie grafu tworzona
jest macierz incydenciji.

0 — jezeli gatgz nie ma
potaczenia z weziem

1 — jezeli gataz jest potaczona z
weztem i zwrot pradu gateziowego
jest skierowany od weza

-1 — jezeli gataz jest potaczona z
weztem i zwrot pradu gateziowego
jest skierowany do weza

[ 0
— () 1 0 0
A=1]0 = S
0 0 0 1 0
L0 0 0 0 Il — [ R | I P
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Prz

I\A’etoaa zaktada potraktowanie
jednego z weztow jako wezta odniesienia,
poprzez jego uziemienie.

W zdefiniowanej macierzy incydencji
nalezy wybrany wiersz zwigzany z weziem
odniesienia skasowac — Wezet D

O O 1 _1 _1 O - 192
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Przyktad 7

1. Macierz admitancji wtasnych i wzajemnych
Y=A-Y, -A"
1. Macierz potencjatow weztowych
oy _1 ° °  — °
U, =Y 1-A(I, — Y, E,)
1. Napiecia gateziowe
e

U=AT.U,

1. Prady gateziowe

I,=1+1,=Y4(U+E,)
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1
2
3
4
3]
6
7
8
9

diagonalna - impedancji
l1ag([21,22,23,24,25,26,27,Z
1/21,1/22,1/23,1/24,
! kolumnowa - Zrodel -1
Eg=[EL;EZ2;0;

maclilerz

Iz=1[0;







ID=in?{Z}*E*{Eg—Zd*Iz};

;£ y i) Jr r T: T,
// - Prady adkowe

T.TT F7™ —|

I-III'I_r'___L



51|,
32

Przykiad 7 —

TH_..__L__._

Y= E*Yd*ﬁ ';

93|/ /1

54

25|/ /1

56
37
58
391,
&0
6l
62
&3

F ooy e g

l'l-"""qu_._"__L

Iqwa abs (Igw) ;
di 'p{" yniki

disp('wartosci

disp('wartosci



Przvkiad 7 - w

"Weryfikacija wynikdw: Ig-Igw==0" I.metnd:f potencjatow wezlowych:"

.776D-15 + 1__= norm{Ig-Igw) D — wezet

.TTED-15 P — odniesienia
.TTED-15

1
3.441D-16

a. 3.859%2D-15
1

1

9

. TTeD-15

.110D-16 _— Ill:lII'[I.I:IgE—Ig'WE} TT76D-151
.3441D-16 _ i
1
441D-161

3.504D-15 j 7o0-151
88ZD-161
—1.49443D-15 - 2.220D-161i

8.882D-16 - 1.776D-151

8.41490632
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