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Zakres wykfadu — czesc |

Metody skonczone rozwigzywania
uktadow rownan liniowych:

1.
2.
3.

Rozktad LU
Rozktad LLT

Eliminacja Gaussa z wyborem
elementow giownych

Metoda eliminacji Gaussa-Jordana
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Zakres wyktadu — czesc Il

Metody iteracyjne rozwigzywania
uktadow rownan liniowych:

1) Richardsona

2) Jacobiego

3) Gaussa-Seidela
4) Nadrelaksacji
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Rownania liniowe

o Wychodzac z geometrii euklidesowej
rozpatrywa¢ mozna punkt na ptaszczyznie
wyznaczony przez dwie proste.

o Moga one wyznaczac prosta
(nieskonczenie wiele rozwigzan), punkt,

lub zbor pusty f
o Algebraiczng postaciq tego

problemu jest uktad rownan | °{

N,
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Uktad rownan liniowych

o Teoria uktadow rownan liniowych jest
dziatem algebry liniowej.

o Numeryczne rozwigzywanie uktadow
rownan liniowych odgrywa wazng role w
inzynierii, fizyce, chemii, informatyce czy
ekonomii.

o W wielu przypadkach skomplikowane
problemy opisane uktadami rownan
nieliniowych sprowadza sie do duzo
prostszych w metodyce rozwigzania uktadow
rownan liniowych. Proces ten nazywa sie
linearyzacjg problemu.
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Uktady rownan liniowych

Rownanie liniowe | rzedu
Ax+b =0

Uktad n rownan liniowych w postaci:
A11X1 T A12X2 T T A1 Xy = b4
Az 1X1 T A22X2 T T A pnXpn = b,

Ap1X1 + ApoXy + o+ Ay Xy = b.,
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Uktady rownan liniowych

Uktad n rownan liniowych w postaci
macierzowej mozna zapisaé'

Qi1 G177 S G170 b,
(o G2 > S az n - | by
Ami1 Anm2 - bm

W postaci ogolnej jest on nastepujacy:

A-x=D0>



09:56

Metody skonczone

o Metody skonczone rozwigzywania uktadow
rownan liniowych stosowane s3 dla
stosunkowo niewielkich liczcbowo uktadow
rownan.

o Zastosowanie tych metod dla uktadu n x n
wymaga n? komorek w pamieci operacyjnej
oraz wykonania rzedu n? dziatan
arytmetycznych.

o Jesli wiec tylko n nie jest zbyt duze i ukfad
jest dostatecznie dobrze uwarunkowany, to
rozwigzanie zadania jest stosunkowo proste.
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Uktady rownan liniowych
Postacie uproszczone rownan

a4 0 0 E. i,
0 a2,2 £ A 0 : xz - b2
0 0 - Gy SIS b, |
_b >
1/(11}1
(X7 | b Jezeli a; ;=0 i b;=0 to odpowiadajace
ol z/am im x. orzyjmuje dowolng wartosé,
' ; natomiast jezeli a; ;=0 i b;#0 to ukiad
Xn i ' rownan nie ma rozwigzania
| n/an,n_ 9
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Uktady rownan liniowych
Postacie uproszczone rownan

_aljl 0 AL 0 ] -xl- -bl-
dp1 Uz 0 X2 _ | b2
Ap1 Apo ' App - -bn

Przy zatozeniu ze a, ;#0, wtedy z
pierwszego rownania wyznacza sie X,, a
znajac go mozna z drugiego wyznaczyc Xx,.
Powtarzajgc algorytm wyznacza sie

pozostate wartosci x az do x,
10
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Uktady rownan liniowych
Algorytm rozwigzywania uktadu rownan

liniowych dla macierzy A w ukfadzie

trojkatnym dolnym: a,;, 0 - 07 v b
TR e A2 b,

G, - a,,l| %

forizlton

=1
b; — ] 1@ iX;

xi —
a;i

Jest to tzw. Algorytm podstawienia w przod .
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Uktady rownan liniowych
Analogiczna sytuacja ma miejsce dla
macierzy trojkatnej gornej. W tym
przypadku stosujemy algorytm
podstawienia wstecz.

fori=nto1lstep —1

n
b; — )j=i+1QijX;

xi —
a; i

12
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Przykiad 1

il 0 O 0 eEE 3
2 —2 0 0O 0] X2 —2
3 1 z O Ol:|X3|=1T"™
3 3 —4 3 0] |X4 0
283 1 4% 11 Exew E B

1
2
=
3

S E T I =

j={b{1)-2)/A(1,1);
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Rozktady LU

Rozwigzanie uktadu rownan liniowych
przy konfiguracji macierzy A:

o trojkatnej dolnej,

o trojkatnej gornej,

jest zagadnieniem numerycznie tatwym
do realizacji. Dlatego tez dazy sie do tego

aby problem rownania Ax=b sprowadzic
do zadania rozwigzania macierzy
trojkatnych. 14
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Rozktad LU

Jezeli wszystkie minory gtowne macierzy
A s3 nieosobliwe to dana macierz ma
rozktad LU, detA, 20

(e | Q15

15
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Rozktad LU

Jezeli tylko jest to mozliwe (nie zachodzi
dzielenie przez 0) dazy sie do zastgpienia
macierzy A iloczynem macierzy trojkatnej
dolnej L i trojkatnej gornej U: A=L-U.

W efekcie problem sprowadza sie wtedy

do dwustopniowego rozwigzania uktadu
rownan liniowych

1. L-z=b
2. U-x=z

16
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Rozktad LU

Dla danej macierzy A, poszukuje sie macierzy L i U.

11 Qg2 A1n
1 Ay Aon
anl anz ann
lll 0 0 -ull u12 uln

17
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Rozktad LU

Opracowanie metody wyznaczania
macierzy L i U rozpoczyna sie od
okreslenia zaleznosci na mnozenie

EIgA n
Cij E lis * Us;j
§=1

przyjmujac zatozenie ze |. =0 dla s>i oraz
u,;=0 dla s>j.

18
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Rozktad LU

Zaktadajac, ze w k-tym kroku wyznaczono juz
k-1 wierszy macierzy U i k-1 kolumn macierzy
L, mozna zapisac:

k—1
Apr = z PC L U
i

Przyjmujac jedng z wartosci |, lub u,, mozna
Z wczesniejszego rownania obliczyc¢ druga z
nich, a nastepnie z powyzszego pozostate
wartosci k-go wiersza macierzy U i k-tej
kolumny macierzy L. 19



09:56

Rozktad LU
Algorytm obliczen przyjmuje postac:

fork=1ton
k-1

lkkUkke = Qpg — 2 Uettcy,
55—k

forj=kton

Apj — D] LiesUs
Liek

Qi — Domi UsUsk

Uk 20

Liczbowo i=j=k Upj =

a;; jest macierzg

kwadratowa lix =
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Przyktad 2

Rozwigzac uktad rownan liniowych:
2% 1T, O7T™ e 5

4 3 3 71| |*2 e 11

8 7 9.8 X3 25

6 7 9 81 |Xa 21

V1 5 X1 V1

Y2 |11 S | )2
[L] v3| |25 U] xX3| |Y3

val 121 Bl |y,

21



Przyktad 2
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Przyktad 2

k=

Wyznaczenie
macierzy L i U:

/L (k, k)

for s=1: (k-1)
z=z+L(k,s)*U(s,]);
end
U(k,j)=(A(k,j)-2)/L(k,k)’y
z=U,
for-s=1: (k—-1)
z=z+L(j,s) *U(s,k);

end Rozktad Doolittle’a

\_ L(j,k)=(A(j,k)—-2)/U(k,k);

23
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Wyznaczenie
(k-1) macierzy L i U:

z=z+U(k, s) *L(s, k) ;

end
L(k, k)= (A (k, k)-z)/U(Kk,K)}
or - j=k:n
z=0;
for s=1:(k-1)
z=2z+L(j,s)*U(s,k);

=(A(j,k)-2z)/U(k,k);

for -s=1: (k—1)
z=z+L(k,s) *U(s,]j);

e . I Rozktad Crouta

U(k,3)=(A(k,j)-2)/L(k,k);

pL



Przykiad 2

Wyznaczenie
macierzy Li U:

for s=1:(k-1)
z=z+L(k,s)*U(s,]);
end
U(k,j)=(@A(k,j)-z)/L(k, k))
z=0; )
for-s=1: (k-1)
z=z+L(]j,s)*U(s,k);

end
L(j,k)=(A(],k)—-2)/0(k,Kk);
— ] 4

end




Przyktad 2

orxr k—

Wyznaczenie
macierzy Li U:

for s=1: (k-1)
z=z+L(j,s) *U(s,k);

end

L(j,k)=(A(j, k)-2)/U0(k, k) ;)

z=0; )

foxr-s=1: {(k-1)
z=z+L(k,s) *U(s,3);

end
\‘U(k,j)=(A(k,j)—z)/L(k,k[y
end

end
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Przyktad 2

Rozwigzanie rownania L-y=b

k=(1-1);
for j=1:k
z=z+L(i,3)*v(3);

end

y(i)=(b(i)-z)/L(i,i);

27



09:56

Przyktad 2

Rozwigzanie rownania U-x=y

k=i+1;
for j=k:n
z=z+U(1i,3)*x(3);

end

X(i)=(y(i)-z)/U(i,1);

Sprawdzenie poprawnosci rownania A-x=b

Wszystkie rozktady LU dajg poprawne

rozwigzanie. )8
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Rozktad LU — Scilab

W srodowisku obliczeniowym scilab
zdefiniowano funkcje realizujgca rozktad
LU macierzy kwadratowej.

[L,U]=1lu(A);

.25 -0.429 1. . . 9. 5.

-9 . . . 1. 2.25 4.25
. 0. 0. 0. . . -0.857 -0.286
.75 1. . . . 0. 0. 0.667

29
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lusolve

W sSrodowisku Scilab’a dostepna jest
funkcja rozwigzujgca uktady rownan
liniowych metoda rozktadow LU.

Wymaga ona przeksztatcenia macierzy A
do postaci macierzy rzadkiej, za pomoca
funkciji:

A s=sparse(A);
Wywotanie metody:

x=lusolve (A s,b);
30



Lusolve

4) sparse matrix

1)
2)
3)
1)
2)
3)
4)
1)
2)
3)
4)
1)
2)
3)
4)

o b e W W W W NN NN

LT R B T T I L. B I P R e S o8 ]
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Rozktad Cholesky’ego

 Odmiang rozktadu LU ktora jest
uzyteczna w pewnych sytuacja
obliczeniowych jest rozktad Cholesky’ego.

e Zaproponowat on rozktad L.

* Rozktad ten jest mozliwy jezeli macierz
A jest rzeczywista i dodatnio okreslona

32
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Rozktad Cholesky’ego

Rozkiad ten mozna uzyskac przeksztatcajac
macierze LU uzyskane z rozktadu Doolittle’a dla
macierzy A spetniajacej okreslone warunki.

* Macierz U rozbija sie na iloczyn macierzy D i
LT
* Macierz D jest macierzg diagonalna

zawierajaca na przekatnej elementy
wystepujace na przekatnej w macierzy U

* Jednoczesnie mnozac macierzLiD

uzyskujemy rozktad Crouta macierzy LU N



Rozktad Cholesky’ego

-1 S 0
60 30 20 L
A=[30""20" T5=a— |2 -
1
g0 15 W S g
3
R 1 a 1
=1 0| [WFs o (A
1 1l fo 1
0
1] | 3] 1o 0

09:56
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1 ]

60 30 20°
RS 5
o |

_ o
— ik

37
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Rozktad Cholesky’ego

LDO.SDO.SLT X

A=

1 1
— N —

BN — ©

a2 2
— |
S |
b
o I o
o
O o o
— |
= o
=
o U -
o
O O -
= =

- | N
N
B o
- | N
o
O () -
— |
) o _f
e

38
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Rozktad Cholesky’ego
Algorytm wyznaczania macierzy L jest

hastepujacy:
fork=1ton

F y)
e — Qi — lks

N
fori=k+1ton

k—1
Aix — Lis=1 lislks

i,s5)*L(k,s); lkk

i,k)-z)/L(k,k);

39



V60 0 0] 09:56
Przyk'ad 3 %\/60 V5 0
lc: 1
E
7.7459667 , .
V60 = 7.7459667 3.8729833 .236068 0.
1 2.5819889 .236068 0.5773503
2 60 = 3.8729833
1
3 60 = 2.5819889
V5 = 2.236068
.8729833 2.5819889
] : .236068 2.236068
— = 05773503 : : 0.5773503
3 40
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Metoda eliminacja Gaussa

* Rozktady LU sg pewng wersj3a eliminac;ji
CEIVTR

* Eliminacja Gaussa polega na
sprowadzeniu rownania macierzowego
zapisanego w postaci AXx=b do postaci
Ux=z, gdzie U jest macierza trdjkatna
gorna

* Eliminacje prowadazi sie za pomocg
przeksztatcen elementarnych

41
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Metoda eliminacji Gaussa

* Procedure najwygodniej
zautomatyzowac dazac do
uzyskania na przekatnej macierzy
trojkatnej gornej jedynki. Nie jest
to jednak warunek konieczny.

42
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Przyktad 4

Rozwigza¢ uktad rownan metod3g eliminacji Gaussa.

6. —2% 2T X1 12
12 -8 6 10| [*x2|_| 34
3 . —NEF O X3| | 27
—6 4 N1 —1g97Ea —38

43



Przyktad 4

12 7
34
27

| —38.

6 4 1 [*1] [12

2
12—-2-6 —8+ 22 6—2-4 10—-2-4| 34—2-12

3—05-6 —-134+05-2 9-05-2 3-05-4 27 —-05-12
| —6+6 4 —72 1+2 —18+4 1 X4l |-38+12

6 —2 1 1¥] [12]
0 —4 | 10
0 —12 21
0 2 I 1xa] 1-26.




Przyktad 4

6 —2 2 4 1 [*¥1] [12
0 —4 2 10

2
0 -12+3-4 8-3-2 1-3-2 21—-3-10
0 2-05-4 34052 -14+05-21 X1 1-26+0.5-10]




Przyktad 4

10—-(2-1+2--2)

—4
—9—(=5-1)

—2
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Algorytm metody Gaussa
fori=1:n
D = A(i,i)
forj=in
A(i j) = ==
JOEES
fork=i+1:n
M = A(k,i)
fors=1in
A(k,s) = A(k,s) — M + A(i, s)
b(k) = b(k) — M = b(i)




1 —

1 (X1 I 2 ]
27 —(2-3)

1
3—3 —13—(—5-3 ' ' 1 X4] 1-38—-(2-—6)]




Przyktad 5

1

2
1

~12+12 8- (—12-—5)

2—2 3(2 1)
2

1




Przyktad 5




_ 2 -
2+--—3—=-—2-==1
3 3 3
10 1 1
- 24 -=-3
2 2




Przyktad 5

-0.3333333 0.3333333 O.btcoco’
1. -0.5 -0.5
0. 1. -2.5
0. 1.

1.

-3.

-2.
D(K)=D(K)-U"D(1);
end 1 -
i1sp(A,Db) ;
end
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Metoda eliminacji Gaussa

* W sytuacji gdy na przekatnej
macierzy A wystepuje O,
konieczne staje sie przestawienie
(zamiane wierszy uktadu) w celu
eliminacji problemu dzielenia
przez 0.

53
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Metoda eliminacji Gaussa

* Problemy w obliczeniach moga pojawic sie
takze gdy wystepuja duze roznice w rzedach
wielkosci pomiedzy elementami macierzy

e Moga wowczas podczas obliczen wystapic
problemy podczas obliczen spowodowanych
duzg réznica rzedow wielkosci pomiedzy
liczbami

e Rozwigzaniem problemu moze w takim
przypadku byc rowniez przestawienie wierszy

* Algorytm rozwigzywania sie wtedy bardzo
komplikuje i jest trudny do implementac;ji
numerycznej

55



Metoda eliminacji Gaussa z 09:56
wyborem elementow giownych

 Metoda Gaussa zapewnia uzyskanie wynikow z niewielkim
btedem, jezeli tylko wartosci na gtownej przekatnej nie s3
bliskie zeru.

 Gdyby modut ktoregos z dzielnikow byt maty w
porownaniu z innymi wspotczynnikami, to mogtby powstac
znaczny btad numeryczny.
Istnienie zera na przekatnej wykluczatoby rozwigzanie
metod3 eliminacji Gaussa.

* Aby tego unikngg, stosuje sie jedng z metod wyboru
elementu gtéwnego:

o Wybor czesciowy elementu giownego

o WYybor petny elementu gtownego e



Metoda eliminacji Gaussa z 09:56

wyborem elementow giownych
Wybor czesciowy elementu giownego:

o W k-tym kroku eliminacji poszukuje sie
najwiekszego elementu co do modutu w k-tym
wierszu lub kolumnie, a nastepnie przestawia
wskazang kolumne lub wiersz k-tg kolumng lub
wierszem

o W przypadku przestawiania kolumn nalezy
pamietac o odpowiadajacej im zmianie kolejnosci
zmiennych.

57
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Przyktad 7 Wybor czesciowy

Wybor elementu podstawowego w kolumnie:

(6 -2 2 4 ]
—8 6 10
—13 9 3
4 1 -18.

nie zmieniamy
a ! a
2j = Qij
a1
a ! a
3j = Qij
a1
(41

34

6
12 — —- (34
(34

3 3 3 . 3
—13——:(-8) 9-—-(6) 3——"-(10 27 ——- (34
5 (—8) 5 (6) 5 (10) - (34)

6 6 6 6
44— (=8)  1+75:(6) —18+-(10) —38+— (34)

12 12




Przyktad 7 Wybor czesciowy

X1

1|nie zmieniamy
nie zmieniamy

a > a

3j 7 Y25
az;

“Inie trzeba




Przyktad 7 Wybor czesciowy

2

4
11
4

nie zmieniamy
nie zmieniamy
nie zmieniamy
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Przyktad 7 Wybor czesciowy

34—10—6-—2+8-—3_1

12

37 1 15
2 "2t4 g

—11
—21+13

= -3

61



Przyktad 7 Wybor czesciowy
Wybor elementu podstawowego w wierszu:

Nie przestawia sie
kolumn

nie zmieniamy

a aZla
2j — T~ Qqj
aq
a agla
3j T T Aqj
aiq
a a41a
4j — — Ayqj
aiq

4 T i 12

12 12 12 X 12
—8-——:(=2) 6-—-(2) 10-—(4) 34-—-(12)

3 3 3 ' 3
—13—6-(—2) 9—6-(2) 3—6-(4) 27—6-(12)

4+ (=2) 1+2) -18+4@ 1 | -38+@12) |




Przyktad 7 Wybor czescmwy

41 2 2

Nie przestawia sie
kolumn

nie zmieniamy
1|nie zmieniamy

12
10

12 12 : 13
0 8——-(2) 1——-(2 21 ——- (12
=) 1-—( —-(12)

4+ 2 -1+l L —26+ @)
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Przyktad 7 Wybor czesciowy

Konieczna jest
Zamiana kolumny
4z3

5

_|nle zmieniamy
nie zmieniamy

nie zmieniamy
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Przyktad 7 Wybor czesciowy

'12—2-(—2)—4-2+2-(—3)_1

6
10—2-(—2)—2_




Metoda eliminacji Gaussa z wyborem o956

elementow gtownych

Wybor petny elementu gtownego :

o W k-tym kroku eliminacji poszukuje sie
najwiekszego elementu co do modutu zawartego
w elementach macierzy ztozonej z elementow a_,
takich ze k<r<n oraz k<r<n

o Nastepnie kolumne i wiersz zawierajace
najwiekszy element zamienia sie z k-tym
wierszem i k-tg kolumna

o Nalezy pamietac ze przy przestawieniu kolumny
konieczne jest takze przestawienie

odpowiadajacych im zmiennych o



Przykiad 8 - Wybor petny

4 wierszz 1
4 kolumna z 1
X4 Z Xq

nie zmieniamy

1la a21a
2j — T qj

aqq

as3q

aiq
Ayq

a4j _a_llalj

alj

a3j




Przykiad 8 Wybor petny

37 -
-3 Jjest najwieksze

3 wiersz z 2

nie zmieniamy
nie zmieniamy
a3z

a3j—a—22a2]




Przyktad 8 - Wybor petny

4 T r—387
286 -

37 jest najwieksze
251 [ 286 4 kolumna z 3

1 37 X1Z Xy

155

111 37

r—18 4 —6 1 7
37 55 nie zmieniamy

3 6 nie zmieniamy
286 251{. nie zmieniamy
37 111 Aa3

166 155 Yoagy Y

37  111.

1 T i —38
55 62
6 3
251 . 356

111 111

155 166\ /37 \ /251 188 /166y /37 \ /356
111__(2%7)(286)(111)- 111 (2%7)(286)(111)-




Przykiad 8 Wybor peiny

251]-

111
12

143-

—38 — (D) (-3) - (-6)(1) - (1(=2) _
—18 B
62

2 (2) - @
37 N
3
356 251

T 112 _
286




Metoda eliminacji 09:56

Gaussa-Jordana

o Jest to zmodyfikowana metoda eliminacji Gaussa
rownan Ax=b

o Dazy sie do sprowadzenia macierzy A do postaci
diagonalnej jedynkowej

o Wtedy w wyniku przeksztatcen wektor b bedzie
zawierat wartosci przyporzagdkowywane x w wyniku
rozwigzania

o Przed przystgpieniem do obliczen w przypadku gdy

na przekatnej znajdujg sie elementy zerowe nalezy
odpowiednio przeksztatci¢ macierz A

o Metoda ta w literaturze wystepuje jako metoda
Jordana lub metoda eliminacji zupetnej 71



Metoda eliminacji 09:56
Gaussa-Jordana
Algorytm rozwigzywania

1. Dzieli sie wszystkie elementy macierzy A i wektora b z i=1
wiersza przez element a ;

2. Od kazdego elementu i=2,3..n wiersza macierzy A i
wektora b odejmuje sie pierwszy element wiersza
pomnozony przez odpowiadajacy mu element pierwszego
wiersza

3. W kolejnych krokach powtarza sie czynnosc traktujac
elementy z przekatnej jako wyjsciowe

4. W efekcie elementy poza przekatng macierzy A s3
zerowane, a na przekatnej przyjmujg wartosc 1, natomiast
elementy wektora b dazg do rozwigzania uktadu rownan 72
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Algorytm metody

fard=1:%

dzielnik = A(i, 1)

for 1=9:m

. A(i,7)
A, J) = dzielnik
b(z)
 dzielnik
Jor 4 = 11m
iF =t
mnoznik = A(j,1)

b(i) =

fork=4:%0
A(j, k) = A(J, k) — mnoznik - A(z, k)
b(k) = b(k) — mnoznik - b(z)

73
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Przyktad 9

10 i — A1 * Uq

4 X ] l ] /a1 (w pierwszej kolejnosci)

2/6 4/6 X 12/6
12 —-12/1 —-8—12(=2/6) 6—12(2/6) 10—12(4/6)]| |x 34 —12(12/6)
3—-3/1 —13-3(=2/6) 9-3(2/6) 3—=3(4/6) | |x3| |27 =3(12/6)
—64+6/1 4+6(=2/6) 1+6(2/6) —18+6(2/6)] IX 38+ 6(2/6)

all alz k azl
X /a,, (W pierwszej kolejnosct)
—26 (3; — A3z * Ay

74



0 2-(® 3-(2) (—%) —14-() (_ %)

1
Aq1; — Aq3 * dg;

_ Uaj — U3 * U3z
0 1 - /as3 (W pierwszej kolejnosci)
0 (gi — Qg3 * A3z{
-0




Przyktad

117

Uqj — Q14 * Qg
Upj — Upgq * Uy
(3j — O34 * Uy
/a4, (W pierwszej kolejnosci)




Weryfikacja metod

"Wyniki z metody pradiw oczkowych:™

"wartosci zespolone pradow:™

T.7876l06
12.256637
.34247TT5
. 09259204
2650265
2212385
0.7522124
. 3451327

. 18584071
15044251
36283191
.859380531
. 96460181
68141591
28318581
176595121

[ I e - N E T = = B R Y

"wartosci skuteczne pradow:™

§.4140632
13.713245
.9778516
2070316
36259341
.48525981
.4874103
.6833568
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Uktad rownan liniowych

1,Z, +TUNZIET [N | F,
—Zse+ 1,7, i 0
—1,Z5" TR I¥Z. TN _r,
7, 7T 0
—11 in Iz + 15 - 0
I, & —4 S — 0
—I, = T[N — 0
—15 + 16 + I7 - 0

1. Zgodnie z | prawem Kirchhoffa uktada sie o jedno
rownanie mniej niz jest weztow

2. Zgodnie z Il prawem Kirchhoffa uktada sie tyle rownan
ile jest oczek niezaleznych 78



Macierzowy uktad rownan

Z,4

S

C O M

Z,

COOmO

Z3

|
LeoeoroNoo

e S

- OO N

|
~ LloofNoceo

|
or Locoocoo

09:56

E{+E,

I
= e =
N

79
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acierzo

wy ukla

_n._]. —+ ¥

d rownan

I

A i e bl

* =0l R L —_— I —_—

b=[El1+EZ;0;-E2;0;0;0;0;
nb=[E1+EZ2; -EZ2; ;0070

-1,1,0,0,1,0,0,0;//5 0| |I2
1,0,-1,0,0,0,0,-1://6 —1| |13
),0,0,-1,0,0,-1,1;//7 Zg| |a

S A A S B A A B B

- T, B 75 96 0 0= /3
= LIL.I__Il_ILIEILI{-_-'I_I_J'."."-_

e A B A A A A B

Py

9] |
|
S el el
N

0
nz=[%z1,%22,%3,0,0,0,0,0;//1
r r F-r-r-r-rF-F0y 0 16
0
i |

= F _I_EHI 34: ~F < r _IEH;

_. | i i 1 "1 B -. A
A A A A A A A

SVl leVrs/c
Uy Uy 24,0, 26, 27,0/ /4

' /7 20

=1 = _ - -, _. .].
e A e A A A B B



Metoda rozktadu LU

——> round (L*T)

+ o+ + + o+ o+
[ Y e Y e Y i N i N i Y i R i |
T A S S
+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ 4+
[ Y e Y e N i T i N i N i R i |
T T T o A
L I S T R T R
+ o+ + + 4+ o+ o+
(R R R R R B R
I N I ST ST Y

=+

- round (U*100) /100

->» nt
nZ =

O S S R S S
o e o R e N o Y o
(S = TR TR SR T S S
[ T e T e [ S i R i Y o [ o
O S SR I S SR R
e T e Y s Y e TN e Y i R i T
[P S N = A A = A S A
O S S S S I
e T e Y s Y e TN e Y i R i T
T T R = TR ST S SO
0 o +H o o 9 o g
O S S S S I
e T e Y s Y e T e Y i R e T
TR T A S T S S N
O S S SR S SR R

end
endfunction




o e P
Obliczanie pradow

7.78761l06 "Wyniki z metody praddw oczkowych:"
12.256637
.34247TT8

. 28258204

- 4690265
2212389

. T222124

. 3451327

18584071
15044253 "wartodci zespolone pradow:"™
36283191

] 7.7876106
- 58380531 12.256637
Sedc0l131 .4424779
. 68141593 -9925204

B 4650265
28318581 ' oinase

L1Te889121 . 7522124
. 3451327

. 18584071
15044251
36283191
. 85380531
96460181
68141591
28318581
1765989121

3
L
8
3
2
1
1
=

o= = R om o

§.4140632
13.713245

_9T7TELS1E 8.4140632

13.713245

2070316 grmss1e

. 36258341 2070316

48529881 $362934L

. 4852981

. 4874103 4574103

.6833868 . 6833868

"wartosci skuteczne pradow:"™




Obliczanie funkcjami

+ + + + + + + +

Nani
Nani
Nani
Nani
Nani
Nani
Nani

.236068

0.

10.

0.

10.

1.

0.8324555

0. 3.6055513
Q. 0

| Urojone)

0.6324555
1.
1.474136




Metoda eliminacji
Gaussa-Jordana

"Wyniki z metody pradow oczkowych:™

T.7876l06
12.256637
-342477T8
.09258204
-3690265
2212388

183584071
15044251
36283191
.859380531
-96460181
63141591

"wartodcli zespolone pradow:™

T.787Tel06 . 18584071

1Z2.256637
33247749
5825204
2650265
2212389
L T322124
3451327

"wartodci skuteczne prgdow:™

8.4140632
13.713245
5778516
2070316
3625341
4852981
4874103
.6833868

= = kW m o W

150494251
36283191
.B8380531
56460181
68141591
28318581
LATeR9121

. T222124
3431327

§.4140632
13.713245
9778516
2070316
3625341
-383525981
.3874103
.6833868

i = = b oWwWom&dm W

28318581
1765859121
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Linsolve

oW srodowisku obliczeniowym Scilab dostepna jest funkcja
rozwigzujaca dowolne uktady rownan liniowych zapisanych
w postaci rownania macierzowego Ax+b=0

oSktadnia polecenia:
x=linsolve (A,D) ;
oGdzie: parametrami wejsciowymi jest macierz A i wektor b.

Macierz i wektor muszg miec zgodnag liczbe kolumn i wierszy.
Macierz A jest macierzg kwadratowa.

oPrzy powszechnie stosowanym zapisie uktadu rownan
liniowych Ax=b funkcje wywotuje sie:

x=linsolve (A, -b) ;

oW efekcie dziatania otrzymujemy wektor wartosci
stanowigcych rozwigzanie uktadu rownan. 86
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Testowe uktady rownan

BT — —§| [ 10

1 -6 4 3 X2 —10
A — . _—

-8 4 4 1| |x3[ 7|20

6 3 31 WONEI 5

15 1 856 10
§ 0 -6 4 3| |x| |-10

- . =

O O 4 1 X3 20

O O 0 9 X4 S

15 -4 2 -6 |[X1 10

8 -6 4 3| [x2| [-10
C - . —

-8 —4 4 1 X3 20

6 9 -1 9] |x4 5 -
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Szacowanie btedu

Za pomocaq funkcji Scilab’a wyznaczajgcego norme
mozna w prosty sposob oszacowac btad obliczen
sprawdzajac rozwigzanie rownania: d=norm (A*x-b) ;

1 [clear;clc:

linsolve "Eozwigzanie rownania 3:"
nl=norm(A*x1-b) ;
x2=1insolve (B, -b);
n2=norm(B*x2-b) ;

-1

st
(]

e T TR % I W

1 9
L

2
3
4
5
0
7
8
9

[ ST
L
i
L

=
O
i

=
=
== I AN R €
L
[ T O T %
tn
=i
N

nia 1:",x1);

(|

—
N

m="+string(nl));
', xX2);

"B . 1 CZer Srm=2.T7520-14"
string (n2)); Bigd obliczen norm=2.7T752D-14
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Metody iteracyjne

oW praktyce obliczeniowej pojawiaj3 sie
jednak dosyc¢ czesto uktady rownan
liniowych, ktorych wymiar (macierzy A)
jest rzedu 103 lub nawet wiekszy.

oPrawie zawsze macierze wielkich
uktadow liniowych nie s macierzami
petnymi, ale rzadkimi, tzn. maja niewiele
elementow niezerowych.

oJednym ze sposobow rozwigzywania
wielkich uktadoéw rownan jest stosowanie

metod iteracyjnych.
89
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Metody iteracyjne

oMetody iteracyjne zwracajg przyblizony
wynik rozwigzania po okreslonej liczbie
krokow, lub po osiggnieciu zgdanej
doktadnosci

oW metodach iteracyjnych dochodzi sie
wyznaczajac kolejne przyblizenia
rozwigzania.

oWymagane jest wiec przyjecie wartosci
poczatkowych obliczen,

90
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Metody iteracyjne

oOkreslenie € jako warunku zbieznosci
uzyskanego rozwigzania (okreslana jest
graniczna roznica pomiedzy kolejnymi
przyblizeniami rozwigzania)

oJezeli oczekiwana doktadnosc € nie jest
zbyt duza mozna bardzo szybko dojsc¢ do
rozwigzania.

91
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Ogolna metoda iteracyjna
oDla ustalonej macierzy Q rownanie Ax=b
mozna zapisac w postaci iteracyjne;j:

x(®)=(I-0"1A) x *-1) +0-1p dla k>1

oWektor poczatkowy x!°) moze by¢
dowolny, ale wskazane jest ustawienie
wartosci przewidywanych

oMetoda iteracyjna jest zbiezna, jezeli
ciag {x)} jest zbiezny do x dla dowolnego
wektora startowego x!?) o
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Ogolna metoda iteracyjna
Macierz Q powinna spetniac wiec
hastepujgce warunki:

1.0bliczanie przyblizen x'¥) powinno by¢
matematycznie tatwe

2.Ciag {x®} powinien byc szybko zbiezny
Warunek bedzie spetniony w sytuacji gdy
macierz Q* jest dobrym przyblizeniem
macierzy A™*

Aby istniato rozwigzanie macierze Ai Q
muszg by¢ nieosobliwe i na przekatnej
diagonalnej posiada elementy niezerowe.

93
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Metody iteracyjne

Znalezienie rozwigzania uktadu rownan
liniowych opisanych rownaniem macierzowym:

Ax=Db

sprowadza sie do przeksztatcenia powyzszego
rownania do postaci:

x*=Bx+c

gdzie sposdb wyznaczenia macierzy B i wektora c
jest uzalezniony od zastosowanej metody.

Warunkiem wystarczajagcym zbieznosci
metody iteracyjnej jest aby dowolna norma

macierzy B byta mniejsza od jednosci. o
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Metoda Richardsona

W metodzie Richardsona za macierz Q
przyjmuje sie macierz jednostkowa

Rownanie iteracyjne przyjmuje postac:
xK)=(I-A)x*1+b

X 09) —314 (k-1) 4+r (k-1)
gdzie r ¥~ =p-Ax (k-1)

Warunkiem zbieznosci rozwigzania jest
spetnienie nierownosci | |I-A] | <1

95
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Algorytm metody Richardsona
Dane wejsciowe Xop A b,
n — liczba rownan (niewiadomych)

fori=1:n
suma(i) = b(i) — ) a(i,j) - x; (i)
]Z h

Xp+1 (1) = x5 (i) + suma(i)

96



Metoda Richardsona

X(1,k+1)=x(1,k)+r(1);




Przyktad A




Przyktad B




Przyktad C
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Metoda Jacobiego
W pierwszym kroku zastepuje sie macierz
A uktadem rownowaznym w postaci L + D
+ U

Gdzie L jest macierza trojkatna dolng, D —
macierzg diagonalng, a U macierzg
trojkatng gorna.

Uktad rdwnan w postaci Ax=b mozna
wiec zapisac jako:

(L+D+U) x=b

101
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Metoda Jacobiego
Uktad rownan (L+D+U)x=b mozna
przeksztatci¢ do postaci:

Dx*=- (L+U) x+b
Jezeli macierz D jest nieosobliwa mozemy
uktad rdwnan zapisac jako:

x*=-D! (L+U)x+D'b - Bx+c

Istotne jest wiec takie przeksztatcenie
macierzy A (dziataniami elementarnymi)
aby na przekatnej nie byto wyrazow 0. 10
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Metoda Jacobiego

Rownanie macierzowe mozna zapisac w
postaci iteracyjnej:
Dx (1) =- (L+U) x1)+b

otrzymujemy:
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Metoda Jacobiego - zbieznosc¢

Rozwigzanie danego rownania
Ax=b metod3a Jacobiego jest
zbiezne jezeli macierz A jest
hieredukowalna i diagonalnie
dominuj3aca.

104
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Metoda Jacobiego
Macierz A jest nieredukowalna, jezeli
poprzez przestawienie wierszy
i kolumn nie mozna jej sprowadzic do
postaci blokowej gornej trojkatne;j.
Macierz A o wymiarze n X n hazywamy
diagonalnie dominujacg, jesli
dla i=1,2,...,n zachodzi nierownosc:

j=1G=i) 105
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Algorytm metody Jacobiego
Dane wejsciowe X(op A, b,
n — liczba rownan (niewiadomych)

fori=1:n
n

suma(i) = Z a(l,j) - xi(J)
j=1,G=i)
b(i) — suma(i)

a(i,i)

X1 () =

106



Metoda Jacobiego

for k=":m
for 1=1:4

c=0
for 3=1:4

1f Jj==1 then continue;

end

c=ct(A(1,7)*x(J,k=1));
end
x(i,k)=(b(1i)-c)/A(i,1):

18 plot2d(t, [x(1,:)",x(2,




Metoda Jacobiego

X=—D"-

* (L+0U) *xXm+D"—1*b;

09:56

10
—10
A\,
5
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Przyktad A

"Rozwigzanie rownania 1:™

. 28060633
9782100
-5488565
1330361

"Bigd obliczen norm=8.882D-15"




Przyktad B

T

"Rozwigzanie rownania Z:"

1358025
-1851852
-.8611111
. 2335556

"Biad obliczen norm=1.478D-14"




Przyktad C

"REozwigzanie rownania 3:"

. 7910543
.5626243
. 2325512
.508e215

"Bigd obliczen norm=2.752D-14"

T T T T 1
100 120 160 180 200
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Metoda Gaussa-Seidela
Jest modyfikacja metody Jacobiego.
Wychodz3ac z rownania:
(L+D+U) x=Db,
mozna zaleznosc tg zapisac¢ w postaci:
(L+D) x (*+1) =-Ux () +b,
a stad:
x (t+l)=— (L+D) Ux*)+ (L+D) b
x (1t =Bx (1) +¢
Aby macierz B byto dobrze okreslona a..#0,,
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Metoda Gaussa-Seidela

Cigg rozwigzan mozna zapisac:
Dx (1t =-T.x (1+1) —Ux (1) +b

1+1 1+1 [
all 0 alZ a—13 x1 b
+1 +1
azz x} — a21 x} a2 + | b,
1+1 a 1+1 b

1+1

ap1Xq —ay,xh — aj3xs + by

Ay x5t = —ay xitt — ayaxt + b,

A3 xit = —ag Xttt — a, xit + by

[ o RER |

113
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Metoda Gaussa-Seidela

Iteracyjng postac wyznaczania
poszczegolnych przyblizen rozwigzania
uktadu rownan liniowych mozna po
przeksztatceniach zapisac:

[—1 n
§ k+1 E k
= . a,;jxj( ) = . a,;jxj( ) -+ bi
x.(k+1) ) Jj=1 j=i+1

l
all

gdziei =1,2,...,n

114
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Algorytm metody Gaussa-Seidela
Dane wejsciowe X0 A b,
n — liczba rownan (niewiadomych)

fori=1.n
n

suma; = ) (i) %s1()
J=1,0<1)
n
sumapg = ) a(i))- x0)
J=1,G>1)

b(i) — suma; — sumay;

X 1) =
k1 () a(i, i) -



Metoda Gaussa-Seidela

for k=":'m
for 1=1:4

u=>0;

v=0;

for 3=1:4
if J>=1 then continue; end
u=utA(1,7)*x(3,k);

end

for J=1:4

if Jj<=1i then continue; end
v=v+A(1,])*x(J,k=-1);

end
x(1i,k)=(b(1)-v-u)/A(i,1):
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Metoda Gaussa-Seidela

Xx=(—(L+D) *—1) *U*xm+ ( (L+D) *—1) *b;

Xm=x;

X1 10
Bl 2| w|=10
x3| | 20
X4 5

D 117



Przyktad A

"REozwigzanie rownania 1:™

. 2806653
9782100
. 54883565
-1330361

"Bigd obliczen norm=8.882D-15"




Przyktad B

T

"Rozwigzanie rownania Z:"

1358025
-1851852
-.8611111
. 2335556

"Biad obliczen norm=1.478D-14"




Przyktad C

"REozwigzanie rownania 3:7

—0.7910%43
4.8626243
9.2325812

-3.808Be215

"Bigd obliczen norm=2.75ZD-14"
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Metoda nadrelaksacji

oJest to zmodyfikowana metoda Gaussa-
Seidela.

oZaktada ona przyspieszenie zbieznosci
osiggniecia rozwigzania.

oRealizuje sie to poprzez przemnozenie
poprawki obliczeniowej przez
odpowiednio dobrang liczbe .

121
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Metoda nadrelaksacji

oDla ® = 1 metode nadrelaksacji okresla
sie mianem SOR - Successive Over
Relaxation.

oZwiekszajgc ® mozna przyspieszyc
osiggniecie zbieznosci. Dopuszczalne
wartosci sg z zakresu (0,2) .

oDla innych wartosci ® metoda moze nie
by¢ zbiezna.

122
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Metoda nadrelaksacji

Wychodz3ac z rownania analogicznego do
metody Gaussa-Seidela:

® (L+U+D) x=mb
Dx"=Dx"-®[ (L+D+U) x-b]

(D+0L) x (i*1) = (1-@) Dx (V) -@Ux (*) +@b

Dx (it = (1-®) Dx (i*1) —@ (Lx ‘) +Ux () -b)

123
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Metoda nadrelaksacji
W efekcie mozna zapisac:

x{1¥1) SB SSEre
gdzie:
B = (D+wL) *((1-o)D-wU)
c=w (D+nl) b

124
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Metoda nadrelaksacji
Iteracyjnie rownanie mozna zapisac:

D (7= W

iiX; w) Aiji X

r—di
n
T . Z ayxy - Z aijxj + b
j=i+1

=1

125
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Metoda nadrelaksacji

Dane wejsciowe x), A, b, n — liczba rownan
(niewiadomych)

fori=1:n
n
suma; = ) a(i) - X ()
J=1,G<i)
n
sumag = ) a(i))- x0)
J=1,G>1)

~ (A -w)-a(ii)- x(i)

xk+1(l) T a(i, i) T

b(i) — suma; — sumay;
@ —
a(i,i) 126




if j>=i then continue; end
u=u+A(i,j) *x(j,k);

end

for j=1:4

if j<=i then continue; end

v=v+A(i,]J) *x(J,k-1);
end
x(i,k)=((1-w)*A(i,i)*x(i,k-1)+w*(b(i)-u-v))/A(i,i);

23|plot2d(t, [x(1,:)",x(2,:)"',x(3,
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Metoda nadrelaksacji

for - -k=1:M
X=( (D+w*L) °—1) * { (

X1 10
Bl 2| w|=10
x3| | 20
X4 5

[:> 128



Przyktad A

"Eozwigzanie rownania 1:"

.2806653
LBT92100
.5438565
.1330561

"Blgd obliczen norm=8.882D-15"

/l/ﬁmmﬁ

®»=0.2,0.4,0.6,0.8,1,1.2,1.4,1.6,1.8




Przykiad B "Rozwigzanie rdwnania 2:"

3.1358025
5.1851832
4.8611111
0.55555356

- - = (%)
L [=2] =] o
1 1 1 )

—_
[
L

"Blgd obliczen norm=1.473D-14"

—_
o
L

| /\/\/\/\/\/\/\/\
iaae

8-
6
4
2]

-2

-4

-6

-84

1

—_

o
L

L
~
X

®»=0.2,0.4,0.6,0.8,1,1.2,1.4,1.6,1.8

20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

N
N
!




"Eozwigzanie rownania 3:7

Przyktad C

—0.79105943
4.8626243
9.2325912

—-3.8086215

"Bigd obliczen norm=2.75ZD-14"

WV'VV

®»=0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1.1,1.2

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

1 - 1 - 1 - 1 ° 1 - 1
10 12 16 18 20




Szybkos¢ algorytmow i

"REozwigzanie osiagnigto po 477 krokach

"EoZwigzZanie osiagnigto po 2Z23% krokach

1. Met @ "Rozwigzanie osiagnigto po krokach L a na

"Rozwigzanie osiagnigto po 144 krokach

"REozwigzanie osiagnigto po 107 krokach
@ A "EozwigzZanie osiagnigto po 83 krokach
"REozwigzanie oSiagnigto po 64 krokach
"Rozwigzanie osiagnigto po 50 krokach

o IB\ "Eozwigzanie osiagnigto po 43 krokach

"REozwigzanie osiagnigto po krokach

4. Metoda Nadrelaksacji
e A:m=1,26;B:®m=1,5,C: ®m=1, 43
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Uktad drabinkowy
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Uktad drabinkowy
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09:56

Uktad rownan
LR—I,R = U,

IR+ IR —I,,0R —I.R =0
I.R +I,,0R — ;1R —I,R =0
LR¥I,.R—I;;R R ="0
I.R¥1,,R =1U,

I, + Iy — I, = Iz,

I, + [ g— 1=

[, IR =N

L, T e —N()

I. + =1, = Iz,

I, —Ig—I; = —Iz,

[o=T, =, =k 135
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ownanie madacierzowe

I 4

R

— (Q\]
~S'c ISR © © N S ©
||

S = N
000JnROOOl1100
OOD_nR0001OO1_‘O
OD_nROOOlOOOOﬂ
D_uR0001000000
OOOD_uOOOOOlﬂO
OOJnOOOOOOOlﬁ
OD_n0000000001

i
SIS © © © T ihe ©
i
oSNl oo o oo
i
oS Elc © T o 0 oo
i
SRS e © o o ©
roocooo—-oocoooo

na przekatnej

cznoscC
umn.

1. 12na6
(2. 11 na’/
| 3. 10na 3
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ownanie madacierzowe

I 4

R

N —
AN
SICHEEEEE e N N NS o o
| S
|
© «H ™
A
o O O ROO_0001
D_nDnnU O OO = O OO
\am

o O O 00_10000
nUD_nnU O 1 O O O O O O
Ao

o O O ROOlOOO_

\ 2
o O O 000000_1
i
O O X 00000_10
Aam

O XK O 0000_100
x © O O O OO+ O O O
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Metoda skonczone i wbudowane

"Wyniki z metody potencjaidow wezlowych:™ gz():®

0833333
.le66667T
.2833333
.leeebtT
. 0833333
.leeebtT
.2833333
.leeeetT
.S9leeeeT
.2833333
.2833333
.SleeeeT




Metody iteracyjne

133333
e666T
133333
e666T
133333
e666T
133333

Ax=Db yaoe6’T
Norm (b-Ax) <g SEsen

"Rozwigzanie osiagnigto T8 krokach dla

"Rozwigzanie osiagnigto T8 krokach dla

"Rozwigzanie osiagnigto T8 krokach dla

"Rozwigzanie osiagnigto TS krokach dla

T=b-A*x(:,k);
if norm(T)<delt then
disp('Rozwigzanie osiagnieto po + string(k) +

break;




Metoda iteracyjna

"RozwigzZanie osiagnigeto po 78 dla w=0.e61l2."

0833333
Jle66667T
. 5833333
Jde6666T
0833333
.le66667T
5833333
1666667
SleceeT
5833333
5833333
.SleceeT




Przeksztatcenie

I +1g— 1, =1z
I, +1g— 13 =—1z4
I;+1;;,—1,=0
I, + 1, —1I: =0

I +1g— 1, =1z,
I; —lg — 111 = =1z,
Ie — 17 = hip =

09:56

I =1z, — I, + I,
Lio=—1z1 +13— I
i1 =1 — 13
M2oeis. — Ay

Ig = 1z5 — Iz + 115
I, = —1z, + Ig + I14
le =17 + I

182122—15"‘[12:IZ2_15+15_I4:IZ2_I4
17:_1Z2+I8+111:_IZZ+IZZ_I4+I4__13:_13
16 :I7+110 :_13_121"‘]3_12: _IZ]__IZ
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Uktad rownan
11 — II

I, = I

I; = Iy
Iy = Iy
Is = Iy
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Uktad rownan

LRE (Izj=di IR = U,

InR+ (Izy — Iy + ;)R — (—1zy + Iy — ;)R — (—1z, - ;)R =0
LinR + (—1zy + Iy — DR — (yy — Iy R + ;R = 0

IiyR + (y — Iyy)R — Iy — Iiy)R — (Iz, = Iy)R = 0

IyR + (Iy — Iiy)R = U

I;R — Iz R [ SEaeN
IR +1Z:R — LR+ BRI Iz, R— IR L7 R [, R = (
LyR— IR+ IR — InR — Iy R £ IR = (

IvR + iy B I,;R — IR + LyR — Iz, R ()

IR + RPN Bl [],
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Uktad rownan

I Ri=iz, R + [;R — e

IR + IziR — LR + IR + 1z, et L [, R+ [, R = (
I R —IZ;R¥ ;R = IjR — I,y R TRy — (

IvR+ IyR — [ R— T, RSl R —[7Sn — ()

I,R + I,R — I,yR = U,

2I:R — IR =i i

LR+ AR R T
— I RF 4R SR = IZ0
I R R —I,R =NIZR
—I,yR + 2I,R = U,
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Uktad rownan

25:R — IR = R

— LR + 4R — I;; R P
—I,R + 4L, R 0R = 9

— IR + 41y R — [ 7 R
IR + 20 Ra=Hi8

2R =R 0 0 I; U +1z{R
—R 4R —R 0 0 111 —3IZ1R
0 SRS =R 0]- 1111 — IZ1R
0 WU —-R 4R <=—R[.|H% 17, R
0 00 —R 2RIWES U
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Metoda Richardsona z ®

Wprowadzenie wspotczynnika korygujacego —
relaksac;ji

x K =(I-0A)x*Y+eb
x (K =x k-1 4 (b-Ax (k1))

w = 1 poprawka réwna jest caitej
reszcie,

w < 1 poprawki sa
,tagodniejsze” (wolniejsza, ale
stabilna zbieznosg¢),

w > 1 poprawki sa ,agresywne”
(mozliwa szybsza zbieznosé, ale
ryzyko rozbieznosci).
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Zmodyfikowany algorytm

1
2
3
4
5
&
7
&
9

norm(A*p(:,k)-b)>e do
k=k+1;
pl:/kK)=(I-w*A)*p(:,k—1)+w*b;
end

T B =« B T S Y s BT S FU R (X gy

=
A— :|:|

endfunction

fk+1l)=p(:,k)+xr(:);

W o
T
|

end

endfunction
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Metoda Richardsona z ®

Zakres dopuszczalnych wartosci
wspotczynnika korygujagcego mozna
okreslic na podstawie wartosci witasnych
macierzy A

Wartosci wtasne w Scilab mozna wyliczy¢
za pomoca funkcji spec (A7) ;

Jezeli wektor wartosci wtasnych macierzy
zawiera wielkosci zespolono metoda
Richardsona nie bedzie zbiezna
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Metoda Richardsona z ®

Przedziat dopuszczalnych wartosci

wspotczynnika @ aby model byt zbiezny:
y/

O<w<

Amax

Optymalna wartosc¢ wspotczynnika w:
2

Amax + ;lmin

) =
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Metoda Richardsona z ®

Dla analizowanego uktadu rownan wektor wartosci
wiasnych macierzy A:
2.8768944"

3.1715729
A= 6

8.8284271
-11.123106-

Zakres dopuszczalnych wartosci wspotczynnika
korygujacego:

O<ou</1 0<w<0.1798

Optymalna wartos¢ wspoétczynnika korygujacego:

2
w = w=0.1429

Amax T Amin 151




Metoda Richardsona z ®
Wyn|k| dla optymalnej wartosci ®=0.1429
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Jacobiego

Rozwigzanie osiggnieto po 39.
1=3.0833333
,=0.1666667 iV
= 0.5833333 |}

= 1.1666667 |§
= 3.0833333 [HEE
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Gaussa-Seidela
Rozwigzanie osiggnieto po 21.
1=3.0833333
l,= 0.1666667
l,,=0.5833333
= 1.1666667 E
l,=3.0833333
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Nadrelaksacji

Rozwigzanie osiaggnieto po 15 krokach dla
w=1.1

1=3.0833333
l,= 0.1666667
|, = 0.5833333
= 1.1666667 |}
= 3.0833333
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