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Zakres wykładu – część I 
Metody skończone rozwiązywania 
układów równań liniowych:

1. Rozkład LU

2. Rozkład LLT

3. Eliminacja Gaussa z wyborem 
elementów głównych

4. Metoda eliminacji Gaussa-Jordana
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Zakres wykładu – część II
Metody iteracyjne rozwiązywania 
układów równań liniowych:

1) Richardsona

2) Jacobiego

3) Gaussa-Seidela

4) Nadrelaksacji

09:56
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Równania liniowe
o Wychodząc z geometrii euklidesowej
rozpatrywać można punkt na płaszczyźnie
wyznaczony przez dwie proste.

o Mogą one wyznaczać prostą
(nieskończenie wiele rozwiązań), punkt,
lub zbór pusty

o Algebraiczną postacią tego

problemu jest układ równań

liniowych.
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Układ równań liniowych
o Teoria układów równań liniowych jest 
działem algebry liniowej.
o Numeryczne rozwiązywanie układów 
równań liniowych odgrywa ważną rolę w 
inżynierii, fizyce, chemii, informatyce czy 
ekonomii. 
o W wielu przypadkach skomplikowane 
problemy opisane układami równań 
nieliniowych sprowadza się do dużo 
prostszych w metodyce rozwiązania układów 
równań liniowych. Proces ten nazywa się 
linearyzacją problemu.
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Układy równań liniowych
Równanie liniowe I rzędu

𝑨𝒙 + 𝒃 = 𝟎

Układ n równań liniowych w postaci:

𝒂𝟏,𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟏,𝟐𝒙𝟐 +⋯+ 𝒂𝟏,𝒏𝒙𝒏 = 𝒃𝟏
𝒂𝟐,𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝟐,𝟐𝒙𝟐 +⋯+ 𝒂𝟐,𝒏𝒙𝒏 = 𝒃𝟐

…
𝒂𝒏,𝟏𝒙𝟏 + 𝒂𝒏,𝟐𝒙𝟐 +⋯+ 𝒂𝒏,𝒏𝒙𝒏 = 𝒃𝒏

09:56
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Układy równań liniowych
Układ n równań liniowych w postaci 
macierzowej można zapisać:

W postaci ogólnej jest on następujący:

09:56
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Metody skończone
o Metody skończone rozwiązywania układów 
równań liniowych stosowane są dla 
stosunkowo niewielkich liczbowo  układów 
równań. 
o Zastosowanie tych metod dla układu n x n 
wymaga n2 komórek w pamięci operacyjnej 
oraz wykonania rzędu n3 działań 
arytmetycznych. 
o Jeśli więc tylko n nie jest zbyt duże i układ 
jest dostatecznie dobrze uwarunkowany, to 
rozwiązanie zadania jest stosunkowo proste.
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Układy równań liniowych
Postacie uproszczone równań
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Jeżeli ai,i=0 i bi=0 to odpowiadające 
im xi przyjmuje dowolną wartość, 
natomiast jeżeli ai,i=0 i bi≠0 to układ 
równań nie ma rozwiązania



Układy równań liniowych
Postacie uproszczone równań

Przy założeniu że ai,i≠0, wtedy z 
pierwszego równania wyznacza się x1, a 
znając go można z drugiego wyznaczyć x2. 
Powtarzając algorytm wyznacza się 
pozostałe wartości x aż do xn

09:56
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Układy równań liniowych
Algorytm rozwiązywania układu równań 

liniowych dla macierzy A w układzie 
trójkątnym dolnym:

Jest to tzw. Algorytm podstawienia w przód

09:56
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Układy równań liniowych
Analogiczna sytuacja ma miejsce dla 
macierzy trójkątnej górnej. W tym 
przypadku stosujemy algorytm 
podstawienia wstecz.

09:56
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Przykład 1
09:56
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Rozkłady LU
Rozwiązanie układu równań liniowych 
przy konfiguracji macierzy A:

o trójkątnej dolnej,

o trójkątnej górnej,

jest zagadnieniem numerycznie łatwym 
do realizacji. Dlatego też dąży się do tego 

aby problem równania Ax=b sprowadzić 
do zadania rozwiązania macierzy 
trójkątnych.
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Rozkład LU
Jeżeli wszystkie minory główne macierzy 
A są nieosobliwe to dana macierz ma 
rozkład LU, detAk≠0
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Rozkład LU
Jeżeli tylko jest to możliwe (nie zachodzi 
dzielenie przez 0) dąży się do zastąpienia 
macierzy A iloczynem macierzy trójkątnej 
dolnej L i trójkątnej górnej U: A=L·U. 

W efekcie problem sprowadza się wtedy 
do dwustopniowego rozwiązania układu 
równań liniowych

1. L·z=b

2. U·x=z
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Rozkład LU
Dla danej macierzy A, poszukuje się macierzy L i U.
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Rozkład LU
Opracowanie metody wyznaczania 

macierzy L i U rozpoczyna się od 
określenia zależności na mnożenie 
macierzy:

przyjmując założenie że lis=0 dla s>i oraz 
usj=0 dla s>j.

09:56
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Zakładając, że w k-tym kroku wyznaczono już 
k-1 wierszy macierzy U i k-1 kolumn macierzy 
L, można zapisać:

Przyjmując jedną z wartości lkk lub ukk można 
z wcześniejszego równania obliczyć drugą z 
nich, a następnie z powyższego pozostałe 
wartości k-go wiersza macierzy U i k-tej
kolumny macierzy L.

Rozkład LU
09:56
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Rozkład LU
Algorytm obliczeń przyjmuje postać:

Liczbowo i=j=k

aij jest macierzą

kwadratową
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Przykład 2
Rozwiązać układ równań liniowych:
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Przykład 2
Wprowadzenie danych do modelu:
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Przykład 2
Wyznaczenie 
macierzy L i U:

Rozkład Doolittle’a
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Przykład 2
Wyznaczenie 
macierzy L i U:

Rozkład Crouta
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Przykład 2
Wyznaczenie 
macierzy L i U:
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L



Przykład 2
Wyznaczenie 
macierzy L i U:
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Przykład 2
Rozwiązanie równania L·y=b

09:56
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Przykład 2
Rozwiązanie równania U·x=y

Sprawdzenie poprawności równania A·x=b

Wszystkie rozkłady LU dają poprawne 
rozwiązanie.

09:56
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Rozkład LU – Scilab
W środowisku obliczeniowym scilab
zdefiniowano funkcję realizująca rozkład 
LU macierzy kwadratowej.

[L,U]=lu(A); 

09:56
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lusolve
W środowisku Scilab’a dostępna jest 
funkcja rozwiązująca układy równań 
liniowych metodą rozkładów LU. 

Wymaga ona przekształcenia macierzy A 
do postaci macierzy rzadkiej, za pomocą 
funkcji: 

A_s=sparse(A);

Wywołanie metody:

x=lusolve(A_s,b);

09:56
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Lusolve
09:56
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Rozkład Cholesky’ego

• Odmianą rozkładu LU która jest 
użyteczna w pewnych sytuacja 
obliczeniowych jest rozkład Cholesky’ego.

• Zaproponował on rozkład LLT.

• Rozkład ten jest możliwy jeżeli macierz 
A jest rzeczywista i dodatnio określona

09:56
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Rozkład Cholesky’ego
Rozkład ten można uzyskać przekształcając 

macierze LU uzyskane z rozkładu Doolittle’a dla 
macierzy A spełniającej określone warunki.

• Macierz U rozbija się na iloczyn macierzy D i 
LT.

• Macierz D jest macierzą diagonalną 
zawierającą na przekątnej elementy 
występujące na przekątnej w macierzy U

• Jednocześnie mnożąc macierz L i D
uzyskujemy rozkład Crouta macierzy LU

09:56
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Rozkład Cholesky’ego
09:56
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Rozkład Cholesky’ego
09:56
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Rozkład Cholesky’ego
09:56
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Algorytm wyznaczania macierzy L jest 
następujący:



Przykład 3
09:56
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Metoda eliminacja Gaussa

• Rozkłady LU są pewną wersją eliminacji 
Gaussa. 

• Eliminacja Gaussa polega na 
sprowadzeniu równania macierzowego 
zapisanego w postaci Ax=b do postaci 
Ux=z, gdzie U jest macierzą trójkątną 
górną

• Eliminację prowadzi się za pomocą 
przekształceń elementarnych
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Metoda eliminacji Gaussa

• Procedurę najwygodniej 
zautomatyzować dążąc do 
uzyskania na przekątnej macierzy 
trójkątnej górnej jedynki. Nie jest 
to jednak warunek konieczny.
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Przykład 4
Rozwiązać układ równań metodą eliminacji Gaussa.
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Przykład 4
09:56
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Przykład 4
09:56
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Przykład 4
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Algorytm metody Gaussa
𝒇𝒐𝒓 𝒊 = 𝟏: 𝒏

𝑫 = 𝑨(𝒊, 𝒊)
𝒇𝒐𝒓 𝒋 = 𝒊: 𝒏

𝑨 𝒊, 𝒋 =
𝑨(𝒊,𝒋)

𝑫

𝒃 𝒊 =
𝒃(𝒊)

𝑫
𝒇𝒐𝒓 𝒌 = 𝒊 + 𝟏: 𝒏

𝑴 = 𝑨 𝒌, 𝒊
𝒇𝒐𝒓 𝒔 = 𝒊: 𝒏

𝑨 𝒌, 𝒔 = 𝑨 𝒌, 𝒔 −𝑴 ∗ 𝑨 𝒊, 𝒔
𝒃 𝒌 = 𝒃 𝒌 −𝑴 ∗ 𝒃(𝒊)
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Przykład 5
09:56
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Przykład 5
09:56
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Przykład 5
09:56
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Przykład 5
09:56
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Przykład 5
09:56
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Metoda eliminacji Gaussa

• W sytuacji gdy na przekątnej 
macierzy A występuje 0, 
konieczne staje się przestawienie 
(zamianę wierszy układu) w celu 
eliminacji problemu dzielenia 
przez 0.

09:56
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Przykład 6
09:56
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Metoda eliminacji Gaussa
• Problemy w obliczeniach mogą pojawić się 
także gdy występują duże różnice w rzędach 
wielkości pomiędzy elementami macierzy
• Mogą wówczas podczas obliczeń wystąpić 
problemy podczas obliczeń spowodowanych 
dużą różnicą rzędów wielkości pomiędzy 
liczbami
• Rozwiązaniem problemu może w takim 
przypadku być również przestawienie wierszy
• Algorytm rozwiązywania się wtedy bardzo 
komplikuje i jest trudny do implementacji 
numerycznej

09:56
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Metoda eliminacji Gaussa z 
wyborem elementów głównych

• Metoda Gaussa zapewnia uzyskanie wyników z niewielkim 
błędem, jeżeli tylko wartości na głównej przekątnej nie są 
bliskie zeru. 

• Gdyby moduł któregoś z dzielników był mały w 
porównaniu z innymi współczynnikami, to mógłby powstać 
znaczny błąd numeryczny.
Istnienie zera na przekątnej wykluczałoby rozwiązanie 
metodą eliminacji Gaussa.

• Aby tego uniknąć, stosuje się jedną z metod wyboru
elementu głównego: 

o Wybór częściowy elementu głównego

o Wybór pełny elementu głównego

09:56
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Metoda eliminacji Gaussa z 
wyborem elementów głównych

Wybór częściowy elementu głównego:

o W k-tym kroku eliminacji poszukuje się 
największego elementu co do modułu w k-tym
wierszu lub kolumnie, a następnie przestawia 
wskazaną  kolumnę lub wiersz k-tą kolumną lub 
wierszem

o W przypadku przestawiania kolumn należy 
pamiętać o odpowiadającej im zmianie kolejności 
zmiennych.

09:56
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Przykład 7 Wybór częściowy 09:56
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Wybór elementu podstawowego w kolumnie:



Przykład 7 Wybór częściowy 
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Przykład 7 Wybór częściowy 
09:56
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Przykład 7 Wybór częściowy 
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Przykład 7 Wybór częściowy 09:56
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Wybór elementu podstawowego w wierszu:

Nie przestawia się

kolumn



Przykład 7 Wybór częściowy 09:56
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Nie przestawia się

kolumn



Przykład 7 Wybór częściowy 09:56
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Konieczna jest

Zamiana kolumny

4 z 3



Przykład 7 Wybór częściowy 09:56
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Metoda eliminacji Gaussa z wyborem 
elementów głównych
Wybór pełny elementu głównego :

o W k-tym kroku eliminacji poszukuje się 
największego elementu co do modułu zawartego 
w elementach macierzy złożonej z elementów ars, 
takich że k≤r≤n oraz k≤r≤n

o Następnie kolumnę i wiersz zawierające 
największy element zamienia się z k-tym
wierszem i k-tą kolumną

o Należy pamiętać że przy przestawieniu kolumny 
konieczne jest także przestawienie 
odpowiadających im zmiennych
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Przykład 8 - Wybór pełny 
09:56
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Przykład 8 - Wybór pełny 
09:56
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Przykład 8 - Wybór pełny 
09:56
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Przykład 8 - Wybór pełny 
09:56
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Metoda eliminacji 
Gaussa-Jordana
o Jest to zmodyfikowana metoda eliminacji Gaussa 
równań Ax=b

o Dąży się do sprowadzenia macierzy A do postaci 
diagonalnej jedynkowej

o Wtedy w wyniku przekształceń wektor b będzie 
zawierał wartości przyporządkowywane x w wyniku 
rozwiązania

o Przed przystąpieniem do obliczeń w przypadku gdy 
na przekątnej znajdują się elementy zerowe należy 
odpowiednio przekształcić macierz A

o Metoda ta w literaturze występuje jako metoda 
Jordana lub metoda eliminacji zupełnej
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Metoda eliminacji 
Gaussa-Jordana

Algorytm rozwiązywania
1. Dzieli się wszystkie elementy macierzy A i wektora b z i=1
wiersza przez element a11

2. Od każdego elementu i=2,3..n wiersza macierzy A i 
wektora b odejmuje się pierwszy element wiersza 
pomnożony przez odpowiadający mu element pierwszego 
wiersza

3. W kolejnych krokach powtarza się czynność traktując 
elementy z przekątnej jako wyjściowe

4. W efekcie elementy poza przekątną macierzy A są 
zerowane, a na przekątnej przyjmują wartość 1, natomiast 
elementy wektora b dążą do rozwiązania układu równań 
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Algorytm metody
09:56
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Przykład 9
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Przykład 9
09:56
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Przykład 9
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Weryfikacja metod
09:56
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E1=100 V

E2=j100 V

Z1=Z5=10 

Z2=Z8=j10 

Z3=Z6=-j10 

Z4=Z7=20 



Układ równań liniowych
𝑰𝟏𝒁𝟏 + 𝑰𝟐𝒁𝟐 + 𝑰𝟑𝒁𝟑 = 𝑬𝟏 + 𝑬𝟐
−𝑰𝟑𝒁𝟑 + 𝑰𝟒𝒁𝟒 + 𝑰𝟖𝒁𝟖 = 𝟎
−𝑰𝟐𝒁𝟐 + 𝑰𝟓𝒁𝟓 + 𝑰𝟔𝒁𝟔 = −𝑬𝟐
−𝑰𝟒𝒁𝟒 − 𝑰𝟔𝒁𝟔 + 𝑰𝟕𝒁𝟕 = 𝟎
−𝑰𝟏 + 𝑰𝟐 + 𝑰𝟓 = 𝟎
𝑰𝟏 − 𝑰𝟑 − 𝑰𝟖 = 𝟎
−𝑰𝟒 − 𝑰𝟕 + 𝑰𝟖 = 𝟎
−𝑰𝟓 + 𝑰𝟔 + 𝑰𝟕 = 𝟎
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1. Zgodnie z I prawem Kirchhoffa układa się o jedno 
równanie mniej niż jest węzłów

2. Zgodnie z II prawem Kirchhoffa układa się tyle równań 
ile jest oczek niezależnych 



Macierzowy układ równań

𝒁𝟏 𝒁𝟐 𝒁𝟑 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 −𝒁𝟑 𝒁𝟒 𝟎 𝟎 𝟎 𝒁𝟖
𝟎 −𝒁𝟐 𝟎 𝟎 𝒁𝟓 𝒁𝟔 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 −𝒁𝟒 𝟎 −𝒁𝟔 𝒁𝟕 𝟎
−𝟏 𝟏 𝟎 𝟎 𝟏 𝟎 𝟎 𝟎
𝟏 𝟎 −𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏 𝟎 𝟎 −𝟏 𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏 𝟏 𝟏 𝟎

∙

𝑰𝟏
𝑰𝟐
𝑰𝟑
𝑰𝟒
𝑰𝟓
𝑰𝟔
𝑰𝟕
𝑰𝟖

=

𝑬𝟏 + 𝑬𝟐
𝟎

−𝑬𝟐
𝟎
𝟎
𝟎
𝟎
𝟎
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Macierzowy układ równań

𝒁𝟏 𝒁𝟐 𝒁𝟑 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 −𝒁𝟐 𝟎 𝟎 𝒁𝟓 𝒁𝟔 𝟎 𝟎
𝟏 𝟎 −𝟏 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏
𝟎 𝟎 −𝒁𝟑 𝒁𝟒 𝟎 𝟎 𝟎 𝒁𝟖
−𝟏 𝟏 𝟎 𝟎 𝟏 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏 𝟏 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 −𝒁𝟒 𝟎 −𝒁𝟔 𝒁𝟕 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 −𝟏 𝟎 𝟎 −𝟏 𝟏

∙

𝑰𝟏
𝑰𝟐
𝑰𝟑
𝑰𝟒
𝑰𝟓
𝑰𝟔
𝑰𝟕
𝑰𝟖

=

𝑬𝟏 + 𝑬𝟐
−𝑬𝟐
𝟎
𝟎
𝟎
𝟎
𝟎
𝟎
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Metoda rozkładu LU
09:56
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Obliczanie prądów 09:56
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Obliczanie funkcjami 
wbudowanymi
lusolve() – nie wspiera rachunku na 
liczbach zespolonych

lu() – funkcja rozkładu LU także nie potrafi 
liczyć na liczbach zespolonych, tracona 
jest informacja o części urojonej
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Metoda eliminacji
Gaussa-Jordana

09:56

84



Część II
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Linsolve
oW środowisku obliczeniowym Scilab dostępna jest funkcja 
rozwiązująca dowolne układy równań liniowych zapisanych 
w postaci równania macierzowego Ax+b=0

oSkładnia polecenia:

x=linsolve(A,b);

oGdzie: parametrami wejściowymi jest macierz A i wektor b. 
Macierz i wektor muszą mieć zgodną liczbę kolumn i wierszy. 
Macierz A jest macierzą kwadratową. 

oPrzy powszechnie stosowanym zapisie układu równań 
liniowych Ax=b funkcję wywołuje się:

x=linsolve(A,-b);

oW efekcie działania otrzymujemy wektor wartości 
stanowiących rozwiązanie układu równań.
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Testowe układy równań

𝑨 →

𝟏𝟓 𝟏 −𝟖 −𝟔
𝟏 −𝟔 𝟒 𝟑
−𝟖 𝟒 𝟒 𝟏
−𝟔 𝟑 𝟏 𝟗

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟏𝟎
−𝟏𝟎
𝟐𝟎
𝟓

𝐁 →

𝟏𝟓 𝟏 −𝟖 −𝟔
𝟎 −𝟔 𝟒 𝟑
𝟎 𝟎 𝟒 𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟗

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟏𝟎
−𝟏𝟎
𝟐𝟎
𝟓

𝑪 →

𝟏𝟓 −𝟒 𝟐 −𝟔
𝟖 −𝟔 𝟒 𝟑
−𝟖 −𝟒 𝟒 𝟏
−𝟔 𝟗 −𝟏 𝟗

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟏𝟎
−𝟏𝟎
𝟐𝟎
𝟓
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Szacowanie błędu
Za pomocą funkcji Scilab’a wyznaczającego normę 
można w prosty sposób oszacować błąd obliczeń 
sprawdzając rozwiązanie równania: d=norm(A*x-b);
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Metody iteracyjne
oW praktyce obliczeniowej pojawiają się 
jednak dosyć często układy równań 
liniowych, których wymiar (macierzy A) 
jest rzędu 103 lub nawet większy. 
oPrawie zawsze macierze wielkich 
układów liniowych nie są macierzami 
pełnymi, ale rzadkimi, tzn. mają niewiele 
elementów niezerowych. 
oJednym ze sposobów rozwiązywania 
wielkich układów równań jest stosowanie 
metod iteracyjnych.
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Metody iteracyjne
oMetody iteracyjne zwracają przybliżony 
wynik rozwiązania po określonej liczbie 
kroków, lub po osiągnięciu żądanej 
dokładności

oW metodach iteracyjnych dochodzi się 
wyznaczając kolejne przybliżenia 
rozwiązania.

oWymagane jest więc przyjęcie wartości 
początkowych obliczeń,
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Metody iteracyjne

oOkreślenie  jako warunku zbieżności 
uzyskanego rozwiązania (określana jest 
graniczna różnica pomiędzy kolejnymi 
przybliżeniami rozwiązania)

oJeżeli oczekiwana dokładność  nie jest 
zbyt duża można bardzo szybko dojść do 
rozwiązania.
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Ogólna metoda iteracyjna 
oDla ustalonej macierzy Q równanie Ax=b
można zapisać w postaci iteracyjnej:

x(k)=(I-Q-1A)x(k-1)+Q-1b, dla k1

oWektor początkowy x(0) może być 
dowolny, ale wskazane jest ustawienie 
wartości przewidywanych

oMetoda iteracyjna jest zbieżna, jeżeli 
ciąg {x(k)} jest zbieżny do x dla dowolnego 
wektora startowego x(0)
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Ogólna metoda iteracyjna
Macierz Q powinna spełniać więc 
następujące warunki:
1.Obliczanie przybliżeń x(k) powinno być  
matematycznie łatwe
2.Ciąg {x(k)} powinien być szybko zbieżny
Warunek będzie spełniony w sytuacji gdy 
macierz Q-1 jest dobrym przybliżeniem 
macierzy A-1

Aby istniało rozwiązanie macierze A i Q
muszą być nieosobliwe i na przekątnej 
diagonalnej posiada elementy niezerowe.
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Metody iteracyjne
Znalezienie rozwiązania układu równań 
liniowych opisanych równaniem macierzowym:

Ax=b

sprowadza się do przekształcenia powyższego 
równania do postaci:

x*=Bx+c

gdzie sposób wyznaczenia macierzy B i wektora c
jest uzależniony od zastosowanej metody. 

Warunkiem wystarczającym zbieżności 
metody iteracyjnej jest aby dowolna norma 
macierzy B była mniejsza od jedności.
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Metoda Richardsona
W metodzie Richardsona za macierz Q
przyjmuje się macierz jednostkową

Równanie iteracyjne przyjmuje postać:

x(k)=(I-A)x(k-1)+b

x(k)=x(k-1)+r(k-1)

gdzie r(k-1)=b-Ax(k-1)

Warunkiem zbieżności rozwiązania jest 
spełnienie nierówności ||I-A||<1
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Algorytm metody Richardsona
Dane wejściowe x(0), A, b, 

n – liczba równań (niewiadomych)

𝒇𝒐𝒓 𝒊 = 𝟏: 𝒏

𝒔𝒖𝒎𝒂 𝒊 = 𝒃 𝒊 −෍

𝒋=𝟏

𝒏

𝒂 𝒊, 𝒋 ∙ 𝒙𝒌 𝒊

𝒙𝒌+𝟏 𝒊 = 𝒙𝒌 𝒊 + 𝐬𝐮𝐦𝐚(𝐢)
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Metoda Richardsona 09:56
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Przykład A 09:56

98

𝑨 →

𝟏𝟓 𝟏 −𝟖 −𝟔
𝟏 −𝟔 𝟒 𝟑
−𝟖 𝟒 𝟒 𝟏
−𝟔 𝟑 𝟏 𝟗

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟏𝟎
−𝟏𝟎
𝟐𝟎
𝟓



Przykład B 09:56
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𝑩 →

𝟏𝟓 𝟏 −𝟖 −𝟔
𝟎 −𝟔 𝟒 𝟑
𝟎 𝟎 𝟒 𝟏
𝟎 𝟎 𝟎 𝟗

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟏𝟎
−𝟏𝟎
𝟐𝟎
𝟓



Przykład C 09:56
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𝑪 →

𝟏𝟓 −𝟒 𝟐 −𝟔
𝟖 −𝟔 𝟒 𝟑
−𝟖 −𝟒 𝟒 𝟏
−𝟔 𝟗 −𝟏 𝟗

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟏𝟎
−𝟏𝟎
𝟐𝟎
𝟓



Metoda Jacobiego
W pierwszym kroku zastępuje się macierz 
A układem równoważnym w postaci L + D 
+ U

Gdzie L jest macierzą trójkątną dolną, D –
macierzą diagonalną, a U macierzą 
trójkątną górną.

Układ równań w postaci Ax=b można 
więc zapisać jako:

(L+D+U)x=b
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Metoda Jacobiego
Układ równań (L+D+U)x=b można 
przekształcić do postaci:

Dx*=-(L+U)x+b

Jeżeli macierz D jest nieosobliwa możemy 
układ równań zapisać jako:

x*=-D-1(L+U)x+D-1b → Bx+c

Istotne jest więc takie przekształcenie 
macierzy A (działaniami elementarnymi) 
aby na przekątnej nie było wyrazów 0.
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Metoda Jacobiego
Równanie macierzowe można zapisać w 
postaci iteracyjnej:

Dx(i+1)=-(L+U)x(i)+b

otrzymujemy:

w efekcie końcowy dochodzimy do:
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Metoda Jacobiego - zbieżność

Rozwiązanie danego równania 
Ax=b metodą Jacobiego jest 
zbieżne jeżeli macierz A jest 
nieredukowalna i diagonalnie 
dominująca.
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Metoda Jacobiego
Macierz A jest nieredukowalna, jeżeli 
poprzez przestawienie wierszy
i kolumn nie można jej sprowadzić do 
postaci blokowej górnej trójkątnej.

Macierz A o wymiarze n x n nazywamy 
diagonalnie dominującą, jeśli
dla i=1,2,...,n zachodzi nierówność:
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Algorytm metody Jacobiego
Dane wejściowe x(0), A, b, 

n – liczba równań (niewiadomych)

𝒇𝒐𝒓 𝒊 = 𝟏: 𝒏

𝒔𝒖𝒎𝒂 𝒊 = ෍

𝒋=𝟏,(𝒋≠𝒊)

𝒏

𝒂(𝒊, 𝒋) ∙ 𝒙𝒌(𝒋)

𝒙𝒌+𝟏 𝒊 =
𝒃 𝒊 − 𝒔𝒖𝒎𝒂(𝒊)

𝒂(𝒊, 𝒊)
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Metoda Jacobiego 09:56
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Metoda Jacobiego

𝑨 →

𝟏𝟓 𝟏 −𝟖 −𝟔
𝟏 −𝟔 𝟒 𝟑
−𝟖 𝟒 𝟒 𝟏
−𝟔 𝟑 𝟏 𝟗

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟏𝟎
−𝟏𝟎
𝟐𝟎
𝟓

DL

U



Przykład A
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Przykład B
09:56

110



Przykład C
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Metoda Gaussa-Seidela
Jest modyfikacją metody Jacobiego.

Wychodząc z równania:

(L+D+U)x=b,

można zależność tą zapisać w postaci:

(L+D)x(i+1)=-Ux(i)+b,

a stąd:

x(i+1)=-(L+D)-1Ux(i)+(L+D)-1b

x(i+1)=Bx(i)+c

Aby macierz B było dobrze określona aii≠0
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Metoda Gaussa-Seidela

Ciąg rozwiązań można zapisać:

Dx(i+1)=-Lx(i+1)-Ux(i)+b
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Metoda Gaussa-Seidela
Iteracyjną postać wyznaczania 
poszczególnych przybliżeń rozwiązania 
układu równań liniowych można po 
przekształceniach zapisać:
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Algorytm metody Gaussa-Seidela
Dane wejściowe x(0), A, b, 
n – liczba równań (niewiadomych)
𝒇𝒐𝒓 𝒊 = 𝟏: 𝒏

𝒔𝒖𝒎𝒂𝑰 = ෍

𝒋=𝟏,(𝒋<𝒊)

𝒏

𝒂(𝒊, 𝒋) ∙ 𝒙𝒌+𝟏(𝒋)

𝒔𝒖𝒎𝒂𝑰𝑰 = ෍

𝒋=𝟏,(𝒋>𝒊)

𝒏

𝒂(𝒊, 𝒋) ∙ 𝒙𝒌(𝒋)

𝒙𝒌+𝟏 𝒊 =
𝒃 𝒊 − 𝒔𝒖𝒎𝒂𝑰 − 𝒔𝒖𝒎𝒂𝑰𝑰

𝒂(𝒊, 𝒊)
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Metoda Gaussa-Seidela
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Metoda Gaussa-Seidela
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𝑨 →

𝟏𝟓 𝟏 −𝟖 −𝟔
𝟏 −𝟔 𝟒 𝟑
−𝟖 𝟒 𝟒 𝟏
−𝟔 𝟑 𝟏 𝟗

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟏𝟎
−𝟏𝟎
𝟐𝟎
𝟓

DL

U



Przykład A
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Przykład B
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Przykład C
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Metoda nadrelaksacji

oJest to zmodyfikowana metoda Gaussa-
Seidela.

oZakłada ona przyśpieszenie zbieżności 
osiągnięcia rozwiązania.

oRealizuje się to poprzez przemnożenie 
poprawki obliczeniowej przez 
odpowiednio dobraną liczbę .
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Metoda nadrelaksacji

oDla  = 1 metodę nadrelaksacji określa 
się mianem SOR - Successive Over
Relaxation.

oZwiększając  można przyśpieszyć 
osiągnięcie zbieżności. Dopuszczalne 
wartości są z zakresu (0,2) .

oDla innych wartości  metoda może nie 
być zbieżna.
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Metoda nadrelaksacji
Wychodząc z równania analogicznego do 
metody Gaussa-Seidela:

(L+U+D)x=b

Dx*=Dx*-[(L+D+U)x-b]

(D+L)x(i+1)=(1-)Dx(i)-Ux(i)+b

Dx(i+1)=(1-)Dx(i+1)-(Lx(i)+Ux(i)-b)
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Metoda nadrelaksacji
W efekcie można zapisać:

x(i+1)=Bx
(i)+c

gdzie:

B=(D+L)
-1((1-)D-U)

c=(D+L)-1b
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Metoda nadrelaksacji
Iteracyjnie równanie można zapisać:
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Metoda nadrelaksacji
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Dane wejściowe x(0), A, b, n – liczba równań 
(niewiadomych)
𝒇𝒐𝒓 𝒊 = 𝟏: 𝒏

𝒔𝒖𝒎𝒂𝑰 = ෍

𝒋=𝟏,(𝒋<𝒊)

𝒏

𝒂(𝒊, 𝒋) ∙ 𝒙𝒌+𝟏(𝒋)

𝒔𝒖𝒎𝒂𝑰𝑰 = ෍

𝒋=𝟏,(𝒋>𝒊)

𝒏

𝒂(𝒊, 𝒋) ∙ 𝒙𝒌(𝒋)

𝒙𝒌+𝟏 𝒊 =
𝟏 − 𝝎 ∙ 𝒂 𝒊, 𝒊 ∙ 𝒙𝒌 𝒊

𝒂 𝒊, 𝒊
+

𝝎
𝒃 𝒊 − 𝒔𝒖𝒎𝒂𝑰 − 𝒔𝒖𝒎𝒂𝑰𝑰

𝒂(𝒊, 𝒊)



Metoda nadrelaksacji
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Metoda nadrelaksacji
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𝑨 →

𝟏𝟓 𝟏 −𝟖 −𝟔
𝟏 −𝟔 𝟒 𝟑
−𝟖 𝟒 𝟒 𝟏
−𝟔 𝟑 𝟏 𝟗

∙

𝒙𝟏
𝒙𝟐
𝒙𝟑
𝒙𝟒

=

𝟏𝟎
−𝟏𝟎
𝟐𝟎
𝟓

DL

U



Przykład A
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=0.8

=0.2,0.4,0.6,0.8,1,1.2,1.4,1.6,1.8



Przykład B
09:56

130

=0.95

=0.2,0.4,0.6,0.8,1,1.2,1.4,1.6,1.8



Przykład C
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=1

=0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1.1,1.2



Szybkość algorytmów

1. Metoda Richardsona - nietestowana

2. Metoda Jacobiego

• A: 357, B: 5, C: 1030

3. Metoda Gaussa-Seidela

• A: 26, B: 5, C: 43

4. Metoda Nadrelaksacji

• A: =1, 26; B: =1, 5, C: =1, 43
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Układ drabinkowy
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U1=U2=10V
Iz1=Iz2=1A
R=



Układ drabinkowy
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Układ równań
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𝐼1𝑅 − 𝐼9𝑅 = 𝑈1
𝐼2𝑅 + 𝐼9𝑅 − 𝐼10𝑅 − 𝐼6𝑅 = 0
𝐼3𝑅 + 𝐼10𝑅 − 𝐼11𝑅 − 𝐼7𝑅 = 0
𝐼4𝑅 + 𝐼11𝑅 − 𝐼12𝑅 − 𝐼8𝑅 = 0
𝐼5𝑅 + 𝐼12𝑅 = 𝑈2
𝐼1 + 𝐼9 − 𝐼2 = 𝐼𝑧1
𝐼2 + 𝐼10 − 𝐼3 = −𝐼𝑧1
𝐼3 + 𝐼11 − 𝐼4 = 0
𝐼4 + 𝐼12 − 𝐼5 = 0
𝐼5 + 𝐼8 − 𝐼12 = 𝐼𝑧2
𝐼7 − 𝐼8 − 𝐼11 = −𝐼𝑧2
𝐼6 − 𝐼7 − 𝐼10 = 0



Równanie macierzowe
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𝑅 0 0 0 0 0 0 0 −𝑅 0 0 0
0 𝑅 0 0 0 −𝑅 0 0 𝑅 −𝑅 0 0
0 0 𝑅 0 0 0 −𝑅 0 0 𝑅 −𝑅 0
0 0 0 𝑅 0 0 0 −𝑅 0 0 𝑅 −𝑅
0 0 0 0 𝑅 0 0 0 0 0 0 𝑅
1 −1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 −1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 1 −1 0 0 −1 0 0

∙

𝐼1
𝐼2
𝐼3
𝐼4
𝐼5
𝐼6
𝐼7
𝐼8
𝐼9
𝐼10
𝐼11
𝐼12

=

𝑈1
0
0
0
𝑈2
𝐼𝑧1
−𝐼𝑧1
0
0
𝐼𝑧2
−𝐼𝑧2
0

Macierz musi mieć elementy na przekątnej 
diagonalnej niezerowe, konieczność 
przestawienia wierszy lub kolumn.

1. 12 na 6
2. 11 na 7
3. 10 na 8



Równanie macierzowe
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𝑅 0 0 0 0 0 0 0 −𝑅 0 0 0
0 𝑅 0 0 0 −𝑅 0 0 𝑅 −𝑅 0 0
0 0 𝑅 0 0 0 −𝑅 0 0 𝑅 −𝑅 0
0 0 0 𝑅 0 0 0 −𝑅 0 0 𝑅 −𝑅
0 0 0 0 𝑅 0 0 0 0 0 0 𝑅
0 0 0 0 0 1 −1 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 −1 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 −1
1 −1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 −1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 1

∙

𝐼1
𝐼2
𝐼3
𝐼4
𝐼5
𝐼6
𝐼7
𝐼8
𝐼9
𝐼10
𝐼11
𝐼12

=

𝑈1
0
0
0
𝑈2
0

−𝐼𝑧2
𝐼𝑧2
𝐼𝑧1
−𝐼𝑧1
0
0



Metoda  skończone i wbudowane
1. Zaprogramowana funkcja rozkładu LU

2. Wbudowana funkcja rozkładu LU 
(sparse() i lusolve())

3. Zaprogramowana funkcja Gaussa

4. Wbudowana funkcja rozwiązywania 
układów równań liniowych 
(linsolve())

5. Metodą macierzową
• Prądów oczkowych

• Potencjałów węzłowych
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Metody iteracyjne
Układ równań osiągał rozwiązanie zbieżne 
tylko dla metody Nadrelaksacji dla 
≤0.75 przy dokładności =10-10
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Ax=b

Norm(b-Ax)<



Metoda iteracyjna
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Przekształcenie
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𝐼9 = 𝐼𝑧1 − 𝐼1 + 𝐼2
𝐼10 = −𝐼𝑧1 + 𝐼3 − 𝐼2
𝐼11 = 𝐼4 − 𝐼3
𝐼12 = 𝐼5 − 𝐼4
𝐼8 = 𝐼𝑧2 − 𝐼5 + 𝐼12
𝐼7 = −𝐼𝑧2 + 𝐼8 + 𝐼11
𝐼6 = 𝐼7 + 𝐼10

𝐼1 + 𝐼9 − 𝐼2 = 𝐼𝑧1
𝐼2 + 𝐼10 − 𝐼3 = −𝐼𝑧1
𝐼3 + 𝐼11 − 𝐼4 = 0
𝐼4 + 𝐼12 − 𝐼5 = 0
𝐼5 + 𝐼8 − 𝐼12 = 𝐼𝑧2
𝐼7 − 𝐼8 − 𝐼11 = −𝐼𝑧2
𝐼6 − 𝐼7 − 𝐼10 = 0

𝐼8 = 𝐼𝑧2 − 𝐼5 + 𝐼12 = 𝐼𝑧2 − 𝐼5 + 𝐼5 − 𝐼4 = 𝐼𝑧2 − 𝐼4
𝐼7 = −𝐼𝑧2 + 𝐼8 + 𝐼11 = −𝐼𝑧2 + 𝐼𝑧2 − 𝐼4 + 𝐼4 − 𝐼3 = −𝐼3
𝐼6 = 𝐼7 + 𝐼10 = −𝐼3 − 𝐼𝑧1 + 𝐼3 − 𝐼2= −𝐼𝑧1 − 𝐼2
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𝐼1 = 𝐼𝐼
𝐼2 = 𝐼𝐼𝐼
𝐼3 = 𝐼𝐼𝐼𝐼
𝐼4 = 𝐼𝐼𝑉
𝐼5 = 𝐼𝑉
𝐼6 = −𝐼𝑧1 − 𝐼𝐼𝐼
𝐼7 = −𝐼𝐼𝐼𝐼
𝐼8 = 𝐼𝑧2 − 𝐼𝐼𝑉
𝐼9 = 𝐼𝑧1 − 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼𝐼
𝐼10 = −𝐼𝑧1 + 𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝐼
𝐼11 = 𝐼𝐼𝑉 − 𝐼𝐼𝐼𝐼
𝐼12 = 𝐼𝑉 − 𝐼𝐼𝑉
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𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝑧1 − 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼𝐼 𝑅 = 𝑈1
𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝑧1 − 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼𝐼 𝑅 − −𝐼𝑧1 + 𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝐼 𝑅 − −𝐼𝑧1 − 𝐼𝐼𝐼 𝑅 = 0
𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 + −𝐼𝑧1 + 𝐼𝐼𝐼𝐼 − 𝐼𝐼𝐼 𝑅 − 𝐼𝐼𝑉 − 𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 = 0
𝐼𝐼𝑉𝑅 + 𝐼𝐼𝑉 − 𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑅 − 𝐼𝑉 − 𝐼𝐼𝑉 𝑅 − 𝐼𝑧2 − 𝐼𝐼𝑉 𝑅 = 0
𝐼𝑉𝑅 + 𝐼𝑉 − 𝐼𝐼𝑉 𝑅 = 𝑈2

𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝑧1𝑅 + 𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝑅 = 𝑈1
𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝑧1𝑅 − 𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝑧1𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝑧1𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝑅 = 0
𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝑧1𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝑉𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 = 0
𝐼𝐼𝑉𝑅 + 𝐼𝐼𝑉𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝑉𝑅 + 𝐼𝐼𝑉𝑅 − 𝐼𝑧2𝑅 + 𝐼𝐼𝑉𝑅 = 0
𝐼𝑉𝑅 + 𝐼𝑉𝑅 − 𝐼𝐼𝑉𝑅 = 𝑈2
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𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝑧1𝑅 + 𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝑅 = 𝑈1
𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝑧1𝑅 − 𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝑧1𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝑧1𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝑅 = 0
𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝑧1𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝑉𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 + 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 = 0
𝐼𝐼𝑉𝑅 + 𝐼𝐼𝑉𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝑉𝑅 + 𝐼𝐼𝑉𝑅 − 𝐼𝑧2𝑅 + 𝐼𝐼𝑉𝑅 = 0
𝐼𝑉𝑅 + 𝐼𝑉𝑅 − 𝐼𝐼𝑉𝑅 = 𝑈2

2𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝑅 = 𝑈1 + 𝐼𝑧1𝑅
−𝐼𝐼𝑅 + 4𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 += −3𝐼𝑧1𝑅
−𝐼𝐼𝐼𝑅 + 4𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝑉𝑅 = 𝐼𝑧1𝑅
−𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 + 4𝐼𝐼𝑉𝑅 − 𝐼𝑉𝑅 = 𝐼𝑧2𝑅
−𝐼𝐼𝑉𝑅 + 2𝐼𝑉𝑅 = 𝑈2
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2𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝑅 = 𝑈1 + 𝐼𝑧1𝑅
−𝐼𝐼𝑅 + 4𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 += −3𝐼𝑧1𝑅
−𝐼𝐼𝐼𝑅 + 4𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 − 𝐼𝐼𝑉𝑅 = 𝐼𝑧1𝑅
−𝐼𝐼𝐼𝐼𝑅 + 4𝐼𝐼𝑉𝑅 − 𝐼𝑉𝑅 = 𝐼𝑧2𝑅
−𝐼𝐼𝑉𝑅 + 2𝐼𝑉𝑅 = 𝑈2

2𝑅 −𝑅 0 0 0
−𝑅 4𝑅 −𝑅 0 0
0 −𝑅 4𝑅 −𝑅 0
0 0 −𝑅 4𝑅 −𝑅
0 0 0 −𝑅 2𝑅

∙

𝐼𝐼
𝐼𝐼𝐼
𝐼𝐼𝐼𝐼
𝐼𝐼𝑉
𝐼𝑉

=

𝑈1 + 𝐼𝑧1𝑅
−3𝐼𝑧1𝑅
𝐼𝑧1𝑅
𝐼𝑧2𝑅
𝑈2
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Metoda Richardsona z 
Wprowadzenie współczynnika korygującego –
relaksacji

x(k)=(I-A)x(k-1)+b

x(k)=x(k-1)+(b-Ax(k-1))

• ω = 1 poprawka równa jest całej 
reszcie,

• ω < 1 poprawki są 
„łagodniejsze” (wolniejsza, ale 
stabilna zbieżność),

• ω > 1 poprawki są „agresywne” 
(możliwa szybsza zbieżność, ale 
ryzyko rozbieżności).
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Zmodyfikowany algorytm
09:57

148



Metoda Richardsona z 
Zakres dopuszczalnych wartości 
współczynnika korygującego można 
określić na podstawie wartości własnych 
macierzy A

Wartości własne w Scilab można wyliczyć 
za pomocą funkcji spec(A);

Jeżeli wektor wartości własnych macierzy 
zawiera wielkości zespolono metoda 
Richardsona nie będzie zbieżna
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Metoda Richardsona z 

Przedział dopuszczalnych wartości 
współczynnika  aby model był zbieżny:

𝟎 < 𝝎 <
𝟐

𝝀𝒎𝒂𝒙

Optymalna wartość współczynnika w:

𝝎 =
𝟐

𝝀𝒎𝒂𝒙 + 𝝀𝒎𝒊𝒏
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Metoda Richardsona z 
Dla analizowanego układu równań wektor wartości 
własnych macierzy A:

𝝀 =

2.8768944
3.1715729

𝟔
8.8284271
11.123106

Zakres dopuszczalnych wartości współczynnika 
korygującego:

𝟎 < 𝝎 <
𝟐

𝝀𝒎𝒂𝒙
𝟎 < 𝝎 < 𝟎. 𝟏𝟕𝟗𝟖

Optymalna wartość współczynnika korygującego:

𝝎 =
𝟐

𝝀𝒎𝒂𝒙 + 𝝀𝒎𝒊𝒏
𝝎 = 𝟎. 𝟏𝟒𝟐𝟗
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Metoda Richardsona z 
Wyniki dla optymalnej wartości =0.1429

Wyniki uzyskano po 54 krokach."

II=3.0833333

III= 0.1666667

IIII= 0.5833333

IIV= 1.1666667

IV= 3.0833333
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Jacobiego
Rozwiązanie osiągnięto po 39.

II=3.0833333

III= 0.1666667

IIII= 0.5833333

IIV= 1.1666667

IV= 3.0833333
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Gaussa-Seidela
Rozwiązanie osiągnięto po 21.

II=3.0833333

III= 0.1666667

IIII= 0.5833333

IIV= 1.1666667

IV= 3.0833333
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Nadrelaksacji
Rozwiązanie osiągnięto po 15 krokach dla 
=1.1

II=3.0833333

III= 0.1666667

IIII= 0.5833333

IIV= 1.1666667

IV= 3.0833333
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