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Plan wykfadu — czesc |
Rozwigzywanie rownan algebraicznych
hieliniowych:

o metoda Bisekcji

metoda Regula Falsi

metoda Siecznych
metoda Newtona-Raphsona

O @ O el

metoda iteracji prostej
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Réwnania nieliniowe
o Pierwiastki rownania nieliniowego

f(x)=0

ha ogot nie mozna wyrazic za pomoc3
wzoru analitycznego.

o Rozwigzanie moze zostac wyznaczone
w sposob przyblizony, z zadang
doktadnosciag za pomoca metod
iteracyjnych.
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Rownania nieliniowe

o W przypadku wiekszosci metod konieczne
jest podania pierwszego przyblizenia
rozwigzania x, (w niektorych dwoch pierwszych
X, i Xq)

o Zadanie uznawanie jest za zakonczone gdy
uzyskano przyblizenie z zadang doktadnoscia i
mozna oszacowac btad

o Dla wiekszosci metod mozliwe jest
przyblizenie rozwigzania tylko wtedy gdy
analizowany jest przedziat z jednym
pierwiastkiem
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Metoda Bisekg;ji

o Funkcja rozwigzywana metod3g Bisekc;ji
(potowienia) musi spetniac warunki:
o Ciggta w przedziale domknietym <a,b>
o Na krancach przedziatu funkcja przyjmuje
wartosci o przeciwnych znakach
o Metoda potrafi znalez¢ tylko jeden
pierwiastek - nawet jesli w zadanym
przedziale jest ich wiecej
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Metoda Bisekg;ji

o Metoda nie korzysta wiasnosci funkcji i
jej przebiegu wewnatrz przedziatu,
wytacznie z znaku wartosci na jej koncach

o Metoda wyznacza pierwiastek z zadang
doktadnoscia €



Metoda Bisekcja

Podziat obszaru
obliczen <a,b> na pot

Wyznaczenie f(x, )=?

X, jest
pierwiastkiem
rownania
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Przykiad 1
501 f(x) = In(x + 10) + 0.065x> — 20x?2 + 50x

100 -

50 -

-200 -



15:20

Przyktad 1

100 -

f(b)£f(x,)>0 ___/6

50 -

1

| f(a) £ixo)<0

-200 -



Przyktad 1

15:20
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Przyktad 1
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Przyktad 1

function y=fun (x)
y=log(x+10)+

endfunction

1
1
=
3
5
3
7
8
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Przyktad 1

Miejsce zerowe jest dla x=5,5009747

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=39,.

Miejsce zerowe jest dla x= 2.7261638

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=39,

N\~

Miejsce zerowe Jjest dla x= -0.0451459

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=40.

WB 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
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Metoda Regula Falsi

o Nazwa metody pochodzi od ztozenia
dwoch stow tacinskich regula — linia i falsus
— fatszywy i oznacza metode zatozenia
fatszywej liniowosci funkciji

o Dziatanie metody wynika z zatozenia ze
kazdg funkcje na dostatecznie krotkim
przedziale mozna aproksymowac prosta

15
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Metoda Regula Falsi

o Funkcja rozwigzywana metod3a Regula
Falsi musi spetniac¢ warunki:

o Jest funkcjg klasy C2 w przedziale <a,b>

o W punktach a i b funkcja przyjmuje
wartosci o przeciwnych znakach — f(a)f(b)<0

o Pierwsza i druga pochodna funkcji w
przedziale <a,b> maja staty znaki i sg rozne od
0

16



15:21

Metoda Regula Falsi

o Metoda bedzie zbiezna jezeli w
analizowanym przedziale bedzie jedno
rozwigzanie

o Spetnienie warunkow pochodnych
oznacza ze funkcja moze przyjmowac
jedne z ksztattow

17
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. Metoda Regula Falsi

Poprowadzenie
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odcinka pomiedzy

J

Sprawdzenie
f(a)*f(x,)<0
Tak —> b=x,

Nie —> a=x;
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Przykta
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50 -

d?2

15:20

f(x) = In(x +10) + 0.065x°> — 20x2 + 50x

Zawezone obszary
obliczen

-200 -

a=-1 b=1

a=2 b=3 a=5 b=6

20
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~a-f(b)—b-f(a)
. P f(a)

Przyktad 2
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Przyktad 2
25 aﬁ

20

fla) - f(xo) > 0
fla) - fixy) < 0
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Przyktad 2
25 aﬁ

fla) - fix,) > 0
fla) - fixy) < 0

20
15 a=x, |f(x,)|<e
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Przyktad 2

~lear;
function y=fun (x)
y=log(x+10)+

endfunction
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Przyktad 2

Miejsce zerowe jest dla xX= 5_5009747

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=22,.

Miejsce zerowe jest dla x= 2.,7261638

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=9,.

Miejsce zerowe jest dla x= -0.0451459
Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=22.

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22




Przyktad2
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Przyktad 2

5.9

5- / Miejsce zerowe jest dla x=5.5009747

45 Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=23.

4-
. Miejsce zerowe jest dla x=2.7261638

5. Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=6.

25- /"’7

2 -

1.5 1

11 Miejsce zerowe jest dla x=-0.0451459

0.51 \ Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=34.
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Metoda siecznych

o Metoda stanowi rozwiniecie metody
Reguli Falsi

o Kolejne przyblizenia wyznaczane s3
na podstawie wczesniejszych przyblizen

28
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Metoda siecznych

o Za wartosci poczatkowe przyjmuje
sie granice przedziatu obliczen

o Metoda nie wymaga spetnienia
warunku f(a)f(b)<0, jednakze przy jego
hiespetnieniu wyznaczone miejsce
zerowe moze znajdowac sie poza
poczatkowym przedziatem obliczen

29



Metoda siecznych
o Metoda moze nie dawac wyniku
zbieznego jezeli poczatkowe przyblizenie,
definiowane przez granice przedziatu <a,b>,
jest zbyt duze

o Jezeli roznica pomiedzy kolejnymi
przyblizeniami bedzie podobna do
granicznej doktadnosci e, moze
spowodowac ze kolejne przyblizenie bedzie

btedne, utracona zostanie zbieznos¢
30
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Metoda siecznych

o Konieczne jest wiec dotozenie
dodatkowego warunku sprawdzajgcego czy
X, ..-X jest malejgce, jezeli zacznie rosna¢
nalezy przerwac obliczenia.

31



Metoda siecznych

-~

Poprowadzenie odcinka
pomiedzy punktami ai
b

&

NIE

X, jest
pierwiastkie
m réwnania
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Metoda siecznych

o Kolejne przyblizenia wyznaczane s3 na
podstawie ponizszej zaleznosci

o Wartosci poczatkowe x,=b, x, ,=a

f(xp) - (X — Xp—1)

AT TSRS P (<)

33
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Przykiad 3
501 f(x) = In(x + 10) + 0.065x> — 20x?2 + 50x

100 -

50 -

a=-2 b=2

34
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Przykiad 3
501 f(x) = In(x + 10) + 0.065x> — 20x?2 + 50x

100 -

-200 -
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Przykiad 3
501 f(x) = In(x + 10) + 0.065x> — 20x?2 + 50x

100 -

-200 -



Przykta

100 -

50 -

d3

15:20

f(x) = In(x +10) + 0.065x°> — 20x2 + 50x

-200 -
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Przykta
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15:20

f(x) = In(x +10) + 0.065x°> — 20x2 + 50x
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Przyktad 3

~-1) ) -Eun({=x{i-2)));

-1)-x%x(1-2)))/ (fun(x(1-
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Przyktad 3

Przeprowadzono symulacje dla kilku
wartosci poczatkowych:

1. x;=-2, X,=2
2. X;=1, x,=5
3. x,=3, X,=6

40



Przyktad 3

Miejsce zerowe jest dla x= 2.7261638

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=

po n=

po n= 10.
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Przyktad 3

o Konieczna jest optymalizacja doboru
punktow startowych

1. x;=-2, x,=—1
2. X,=4, X,=5
o W przypadku funkcji okresowych

mozliwe jest znalezienie miejsc zerowych
poza przedziatem

42



Przyktad 3

Miejsce zerowe jest dla x=5.5009747
Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=12.

Miejsce zerowe jest dla x= -0.0451459

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=9,

4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Metoda Newtona-Raphsona

o Metoda okreslana czesto jako metoda
stycznych

o Metoda charakteryzuje sie zbieznoscia
kwadratow3

44
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Metoda Newtona-Raphsona

o Analizowana funkcja musi spetniac
warunki:

o W analizowanym przedziale posiadac tylko
jedno miejsce zerowe

o Posiadac rozne znaki na krancach
analizowanego przedziatu f(a)f(b)<0

o Pierwsza i druga pochodna w
analizowanym przedziale maja staty znak

45
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Metoda Newtona-Raphsona

o Metoda polega na aproksymacji funkcji
prostg styczng do wykresu funkcji w
punkcie P(x,,f(x,))

o Punkt x,., przeciecia stycznej z osig Ox
jest kolejnym przyblizeniem rozwigzania

46
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Metoda Newtona-Raphsona
o W2zor rekurencyjny realizujgcy obliczenie
kolejnego przyblizenia rozwigzania wymaga
znajomosci wartosci pierwszej pochodnej w
punkcie stycznosci

o Metoda wymaga podania punktu
startowego x,, wiasciwy jego dobor ma
decydujace znaczenie dla zbieznosci

L YAVIEYERIE

47
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§ 4 Okreslenie punktu Jw
I startowego — !
" pierwszego przyblizenia “"II}'
i NIE X=Xo

Wyznaczenie

x, jest wspotrzednej x,
pierwiastkie przeciecia odcinka z
m rownania \_ eIk J 48
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Metoda Newtona-Raphsona

150 -

-200 -

f(x) = In(x +10) + 0.065x°> — 20x2 + 50x

49
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Metoda Newtona-Raphsona
501 f(x) = In(x + 10) + 0.065x> — 20x?2 + 50x

100 - /
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Metoda Newtona-Raphsona
o Kolejne przyblizenia s3 wyznaczanie ze

WzOoru. f (XR )

ae®. f'(xk)

o Wartosc pierwszej pochodnej moze
zostac wprowadzona jako rownanie, lub
jezeli program obliczeniowy pozwala liczona

w trakcie iteracji 51




Przyktad 4

Pochodna dla analizowanej funkcji:

- 10) -

f(x) =In(x -

WYNOSiI:

df(x) _

- 0.065x° — 20x? -

1

15:21

- 50x

dx  x+ 10

F 0.325x* — 40x + 50

52



15:21

Przyktad 4

o Pochodng funkcji mozna wyznaczyc za
pomoca funkcji scilaba y=diff (x) ktora
wyznacza wektor przyrostow dla wektora
wejsciowego X

o Wyznaczenie pochodnej funkcji mozna
zrealizowac:

df (xx)

dxk

= dif f(f(x))./dif f (x)

53



Przyktad 4

function y=pochodna (a,b, x)
steps=(b—-a) /1000;
&E; ';(x—A*steps, X+, *steps,..);
f(runqel) .
0) ;

endfunction
_‘l"'lJ.}_LLLIl\,H\,J...'};

(abs(y (1)) >e)
i=i+1;

x(1)=x(1-1)-fun(x(i1-1))/fun prim(x(1-1));

y(i)=fun(x(1i));

rrd

— — Pp—— —

y{:l.} =fun (x(1));

end
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Przyktad 4

o Przeprowadzono symulacje dla
nastepujgcych wartosci startowych:

1. x,=-2
2. X,=2
3. Xp,=4.5

o W przypadku funkcji okresowych
mozliwe wyznaczenie pierwiastkow poza
analizowanym przedziatem

55



Przyktad 4

Miejsce zerowe Jjest dla x=5.5009747

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=14.

Miejsce zerowe jest dla x= 2.7261638

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=6.

6 7 8 9

Miejsce zerowe jest dla x= -0.04514595

Wyznaczono je z dokladnoscig e=0.000000001 po n=7.
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Przyktad 4

Przeprowadzono analize wptywu punktu startowego
ha wyzhaczenie miejsca zerowego

M W O W gy oG Y Y
L B I T D D B B I D e ) y & & & & & =

0.
1.
1.
1.
2.
2.
2.
3.
3.
4.
4.
4.
5.
S.
S.

57



Przyktad 4

Miejsce zerowe wyznaczono dla punktdéw startowych:

column 1 to 10
-2. -1.625 -1.25 -0.875 -0.5 -0.125 0.25 0.625 1.
column 11 to 20
1.75 2.125 2.5 2.875 3.25 3.625 E 4,375 4.75
column 21 to 22

5.875

Wyznaczono je odpowiednio po n krokach

column 1 to 14
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Metoda iteracji prostej
o Metoda polega na uscislaniu przyblizonej
wartosci pierwiastka.

o Zadanie to realizuje sie poprzez
przeksztatcenie funkcji y=f(x) do postaci x=¢(x)

o Zazwyczaj mozliwe jest wykonanie kilku
postaci takiego przeksztatcenia

o Aby rozwigzanie byto zbiezne w otoczeniu
miejsca zerowego funkcja ¢(x) powinna spetniaé

warunek
| #(x) | <1

59
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Metoda iteracji prostej

o Kolejne przyblizenia wyznaczone s3 na
podstawie spethiajgcego warunek rownania

X=@(x)

o Dobodr punktu startowego zalezy od
przebiegu funkcji

60
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Przyktad 5

150 £(x) = In(x + 10) + 0.065x> — 20x? + 50x

100 -

50 -

-200 -
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Przyktad 5

In(x +10) + 0.065x> — 20x% + 50x = 0
20x?% — In(x + 10) — 0.065x°

1l.o(x) = =0
In(x + 10) + 0.065x°> + 50x
2.¢(x) = 20
\
5120x% — In(x + 10) — 50x
. A 0.065
\

5
0.065x°—20x>+50x _ 1) 6

4.p(x) =e
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Przyktad 5

o Nalezy policzy¢ pochodng kazdej funkcji
przeksztatconej

o Sprawdzic ktore z nich spetniajg warunek
w zadanym przedziale obliczen

| 7(x)]<1

o Lub odlegtos¢ pomiedzy kolejnymi
przyblizeniami powinna byc¢ coraz mniejsza

o | ¢ (Xa)-d (X<l F(x)-F(x )]



15:21

Przyktad 5

1.¢'(x) == — 0.065x(x% — 123.077
¢ (e} WG o) S )
, 0.036336(x> + 10x* + 153.846x + 1531.54)
2.¢'(x) =
(x + 10)/In(x + 10) + 0.065x(x* + 769.231)
, 0.345499(40x2 + 350x — 501)
3.9"(x) =

4
(x + 10) (In(x + 10) — 10x(2x — 5))5
4,¢'(x) = (0.325x* — 40x + 50)90.065x5—20x2+50x

64
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Przyktad 5

150
100
l | ==miteracyjna pierwsza | _
| |
‘ e=miteracyjna druga i
! I
[l i] 0  e==jteracyjna trzecia (i}l
i
"”l ——iteracyjna czwarta _. .'!
| f
1 e==fynkcja ‘h
d |
' |
Il |
| 0,6 -
i L -100 i
'.]; ”n‘
I 08 | \ 
:‘;‘ui
| = L _150

! 65




Przyktad 5

o Pierwsza funkcja jest zbiezna tylko dla
pierwszego miejsca zerowego

Miejsce zerowe dla x=-0.0451459.
Wyznaczane po okoto 11 iteracjach.
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Przyktad 5

o Druga funkcja jest zbiezna tylko dla
drugiego miejsca zerowego

Miejsce zerowe dla x=2.7261638.
Wyznaczane po okoto 60 iteracjach.

Nie kazdy punkt startowy gwarantuje
uzyskanie rzeczywistej wartosci przyblizenia.
Czes¢ zwraca wartosci zespolone.

67



Przyktad 5

o Trzecia funkcja jest zbiezna tylko do
trzeciego miejsca zerowego

Miejsce zerowe dla x=5.5009747.
Wyznaczane po okoto 50 iteracjach.

Nie kazdy punkt startowy gwarantuje
uzyskanie rzeczywistej wartosci przyblizenia.
Czes¢ zwraca wartosci zespolone.

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
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Plan wykfadu — czesc li
o Metody rozwigzywania rownan rozniczkowych

o Metoda Taylora
o Metoda Eulera

o Metoda Rungego-Kutty
o Rozwigzywanie rownan rozniczkowych | rzedu
o Rozwigzywanie rownan rozniczkowych Il rzedu

o Rozwigzywanie uktadow rownan
rozniczkowych

o Funkcja Ode

70
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Rownanie rozniczkowe

o Wiele zjawisk fizycznych okreslanych jako
dynamiczne:

o ruch,
o rozktad sit,

o stany nieustalone w obwodach
elektrycznych,
O opisane s3 rownaniami rozniczkowymi.
Rozwiagzanie takich problemow w sposob
analityczny czesto jest bardzo trudne i

czasochtonne. Z tego powodu poszukujac
rozwigzania korzysta si¢ z metod przyblizonych.
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Rownania rozniczkowe

o Rozwigzanie uktadu rownan rozniczkowych
sprowadza sie do znalezienia funkcji y.=y. (x),
i=1,2,..,m spetniajacych w przedziale <x,,b>
zadany uktad rownan rozniczkowych.

(dy ,
—= = (010 V)
dy.
$== = F Y1, ) Vi)
dy ,
= (Y1, Ym)

o Z warunkiem brzegowym:y;(xy) = yio 1 = 1,2, vy M
7
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Rownania rozniczkowe

o Dla m=1 uktad rownan sprowadza sie do
najprostszej postacie, rownania
rozniczkowego pierwszego rzedu jednej
Zzmiennej.

dy~ % -
e fCay), y(xo) = Yo

73
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Rownania rozniczkowe

o Do dalszych rozwazan konieczne jest przyjecie
nastepujacych zatozen:

o Funkcja £(x,y) jest ciggta w przedziale
X,SX<b, -co<y<+o0

o Funkcja £ (x,y) na okreslonym przedziale
spetnia warunek Lipschitza

olstnieje skonczona liczba L (stata Lipschitza) taka ze
dla kazdego xe<x,,b>idowolnych y, i y, spetniona

jest zaleznos¢

/i, y1) — fiCe, vl < Ly, — ysl

74
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Rownania rozniczkowe

o Rownania rozniczkowe wyzszych rzedow zazwyczaj

mozna sprowadzi¢ do uktadu rownan rozniczkowych |

rzedu.
; %y dy S

d4y dy dy dy
dxz f(nydx) *f(x:y;d )—COS(%’)_E‘F(:}’ _y)
e dy dy,
C ,przyjmujqc: y; =, o
o otrzymujemy ukiad rownan | rzedu:
(dy;
| dx _yz
dy,
—==cos(x) =y, + (F — 1)

\ dx 75
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Rownania rozniczkowe

® Rozwigzanie numeryczne rownania
rozniczkowego metodami jednokrokowymi
wymaga zdefiniowania warunkow
brzegowych, a wiec podania wartosci
poczatkowych x, i y,.

® Wyznaczane sg kolejne wartosci x. i
y, uzyskujac tabele kolejnych wartosci
funkcji stanowigcej rozwigzanie rownania
rozniczkowego.

76
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Rownania rozniczkowe

® Stosujgc metody interpolacyjne i
aproksymacyjne mozna okreslic rownanie
poszukiwanej funkcji oraz wykreslic jej
przyblizony przebieg w zadanym przedziale
obliczen.

O Stosujgc rownanie Taylora mozna w
sposob  przyblizony rozwigza¢ rownanie
rozniczkowe.

77
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Wzor Taylora

o Analizowane rownanie musi posiadac
pochodne czgstkowe wyzszych rzedow.

o Obliczenia wykonywane s3g dla
okreslonego statego kroku obliczen Ax

o Im wyzszy stopien przyblizenia bedzie
rozpatrywany tym wyzszego rzedu
pochodng rownania trzeba bedzie
wyznaczyc.

78
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Wzor Taylora

o Postac ogolna wzoru Taylora:
(i

1
y(x+8x) = y() + ) — (A0 ™ ()

=i
o gdzie:

o m jest rzedem przyblizenia

o y ™ jest pochodng n-tego rzedu

79
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Przyktad 1

o Rozwigzac podane ponizej rownanie
stosujac wzor Taylora:

o y’'= cos(x)-sin(y) +x2

o y(-2m)=60

o Przedziat obliczen xe<-2m, 21>

80
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Przyktad 1

o Konieczne jest okreslenie pochodnych
wyzszych rzedow zadanego rownania:
y' = cos(x) — sin(y) + x*°

y"' = —sin(x) — y'cos (y) + 2x
y(?’) = —cos(x) — y"cos (y) + (¥)?sin (y) + 2
y® = sin(x) — y®) cos(y) + 3y'y"sin (y) + (y")3cos ()

o W zadaniu przyktadowym przyjeto
przyblizenie czwartego rzedu.
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Przyktad 1

Stopien 1
Stopien 2
Stopien 3
Stopien 4




@apiqcia na
alonym dla

R=2k(2
C=25puF
t=0.5s
At=0.001s

o O "@F O

15:21
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Przyktad 2

*
Q,
o

Frad w obwodzie i [A)]

L]
=
[ k)
&
=)
=
m
(5}
=
I
=
=
=}
-
m
=
@
[ ]
ar
j =R
m
=

0.25 0.2

czas t[s]
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Metoda Eulera

o Metoda Eulera jest najprostszg z metod
opartych na wzorze Taylora.

o Wykorzystuje tylko pochodng | rzedu.

o Aby uzyskac¢ doktadne wyniki konieczne

jest dobranie odpowiednio matego kroku
obliczen.

o Im mniejsze Ax tym doktadniejsze
wyniki.
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Metoda Eulera

o Metode mozna opisac rownaniem
ogolnym w postaci:

y(x'+ AX) =Rt ae | (X, V)

o gdzie:

d
Fooy) ===

Vn+1 = Yn T Axf(x, + AX, yu)

86



Przykiad 3

m=(b—-a) /dx;
xO=U; yO=U;
x=zeros(l,m+1l);
y=zeros(l,m+1) ;
x(1)=x0; y(1l)=y0;
for k=Z: (m+1)
yl=—vy(k-1)/ (R*C)+E/ (R*C) ;
yik)=y(k-1)+dx*yl;
X (k)=x(k-1)+dx;

0

tZ2d (X, V) ;
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Metoda Eulera

o Doktadnosc¢ uzyskanych wynikow zwigzana
jest z wystepowaniem dwoch rodzajow
btedow obliczeniowych;
o btedem metody — zwigzanej z przyjetymi
ograniczeniami — rzedem pochodnej
rownania rozniczkowego,

o btedem zaokraglen — zwigzanym z
ograniczeniami maszyny obliczeniowe;j.
o Powyzsze btedy mozna podzieli¢ na
lokalne i globalne. 88
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Metody Rungego-Kutty

o W odroznieniu od metody rownan Taylora,
metody Runkgego-Kutty nie wymagaja
wyznaczania wyzszych rzedow zadanego
rownania rozniczkowego.

o W zaleznosci o przyjetego rzedu metody
konieczne jest zastosowanie wartosci
wspotczynnikdw w rownaniu obliczeniowym

o Wraz ze wzrostem rzedu metody rosnie
doktadnos¢ otrzymywanych wynikow, przy
statym kroku obliczeniowym. 89
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Metoda Rungego-Kutty

o 0Ogodlna idea metody polega na przyblizeniu
rozwigzania rownan rozniczkowych, dzielgc krok
czasowy na mniejsze kroki i obliczajgc wartosci
funkcji na kazdym z tych krokow.

o Jest czesto uzywana do rozwigzywania rownan
rozniczkowych, w tym rownan rozniczkowych
zwyczajnych, rownan rézniczkowych czgstkowych
i innych.
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Metoda Rungego-Kutty
14

Oblicz wartosci pochodnych funkcji na
poczatku kroku czasowego.

Oblicz wartosci pochodnych w potowie kroku
czasowego.

Oblicz wartosci pochodnych w potowie kroku
czasowego, ale korzystajac z pochodnych
obliczonych w poprzednich krokach.

Oblicz wartosci pochodnych na koncu kroku
czasowego, korzystajac z pochodnych z
poprzednich krokow.

Uaktualnij wartosci funkcji na podstawie
obliczonych pochodnych.
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Metody Rungego-Kutty

o Ogolna postac algorytmu metod:
m

Yn+1 = Yn T Z Wik
1=

diagi =1 = la= ﬂl‘f(xn, yn)

i—1
diai >1 — ki — ﬂl‘f (xn + a;Ax, Yn T Z bffkf>
—

o gdzie: ;
om - rzgd metody
ow,a,b — state zalezne od rzedu metody *:
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Metody Rungego-Kutty

Rzad : Bt . NEYAVE!
heraay State w, Wspotczynniki k. metay
| w,=1 k,=Axf(x.,y,) Eulera
ky=Axf(x,,¥,) Heuna

2 W,=W,= 1/2 k2=AXf(Xn+AX;yn+k1) (ulepszona Eulera)

k1=Axf(xnlyn)

3 xlf‘zl\’;’: /6 k,=Axf(x_+%Ax,y +%k,) Simpsona
23 k,=Axf(x_+Ax,y -k, +2k,)
k1=Axf(xnlyn)
4 w,=w,=1/6 | k,=Axf(x +¥%Ax,y +%k,) Rungego-Kutty

w,=w,=1/3 | ky=Axf(x +%Ax,y +%k,)
k,=Axf(x +Ax,y +k;)
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Przyktad 4

o Zadanie z przyktadu 2 rozwigza¢ metoda
Rungego-Kutty rzedow 1-4.

o E=10V

o R=2k() W .
O C=25l.l.F AOAD_

o t=0.5s b

o At=0.035s G)E g

94




Przykiad 4

dt=(tn-t0) /n;
[ t0];
L0135

i=[0];

function u=rozwiazanie (t)

u=E* (1-exp (-t/ (R*C)) ) ;

endfunction

function y=rownanie (x)
y=E/ (R*C) -x/ (R*C) ;

endfunction

15:21
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Przyktad 4

function [x,y]=RK

kl=dx*rownanie

k?2=dx*rownanie

x=xw+dx,

endfunction
CINALUNCL 1LOI1
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Przykiad 4

kolor=[4,5,9,12];
for s=1:4
for k=1:n
switch s
case | then

[t (k+1),u(k+1)]=RKL (dt, t (k),u

case 7 then

[t (k+1),u(k+1)]=RK2(dt,t (k),u

case 3 then

[t (k+1),u(k+1)]=RK3(dt, t (k),u

case 4 then
[E(k+1),u(k+1)]
end

1(k+1)=C*rownanie (u(k))*1000;

end
plot2d(t,u, kolor(s)):;



[wl] | BIZposoo s peld
=+ (=] oo
[FLU] | BIZpoMmoo m pEld
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- —r—

czas t[s]

Przyktad 4

[A] an azlolesuapUoy BU a12a1dEp)
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Metody wielokrokowe (réznicowe)

o Metode Eulera czy Rungego-Kutty
okresla sie jako jednokrokowe, poniewaz do
wyznaczenia kolejnego kroku konieczna jest
znajomosc tylko jednego poprzedzajacego.
o W metodzie wielokrokowej wykorzystuje
sie k obliczonych wczesniej wartosciy, .,

ey, (k>1)

99
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Metody wielokrokowe

o Metoda okreslona jest wzorem
K

k
Y E i Vn+1-i s sz bifi(xn+1—i1yn+1—i)r dian = k =8l

= (=0
o gdzie a. i b; sg liczbami rzeczywistymi.
o Wymagane poczatkowe wartosci
wyzhacza sie zazwyczaj metodami

jednokrokowymi (Rungego-Kutty) dla
ujemnego Ax.

100
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Metody wielokrokowe

o Dla b,=0 wzor okresla sie jako wzor
ekstrapolacyjny (jawny). Szukana wartosc vy, .,
jest liniowg kombinacja wczesniej
wyznaczonych wartosci.

o Jezeli b,;#0 to wzor okresla sie jako wzor
interpolacyjny (uwiktany), otrzymujemy
woOwczas rownanie z zmienna y,,,,
wystepujacg po obu stronach rownania.
Wyznaczenie jej] wymaga zastosowania

metod iteracyjnych. -
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Metody wielokrokowe

o W tabeli zestawiono najczesciej stosowane
wzory metod wielokrokowych.

o Dla uzyskania maksymalnej efektywnosci
algorytmu rozwigzywania rownania
rozniczkowego wskazane jest zastosowanie
optymalnego dobor rzedu algorytmu oraz
kroku obliczeniowego.

o Przy ich doborze nalezy miec¢ na wzgledzie
zarowno stabilnos¢ algorytmu, jak i
dopuszczalny btad obliczen.
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Metody wielokrokowe

Wzor Rzad metody

Yn+1 = Vn + Axy, (ekstrapolacyjny Eulera)
Ax
Yn+1=Yn+ 5 BYn = ¥n-1)

Ax
Yn+1 = YVn + E(ZBJ’; —16y,,_1 + 5y,_2)

Ax
Yn+1 = Yn + ﬁ(55;1 — 59y, 1+37yYn_2— 9V, _3)

4
Yn+1 =Yn T EAx(Zy;I ~ V-1t 2Yn_2)

VYn+1 = Vn + DXV 44 (interpolacyjny Eulera)

Ax , ’
Yn+1 =Yn + = (Yn+1tYn)

Ax
Yn+1 = Yn + o (5¥n+11t8Yn—¥Yn-1)

Ax
Yne1 = Yn T+ ﬂ(9y;:+1+19y;:—5y;:—1+y;1—2)

1 3
Yn+1 =g (9Yn — Yn-2) + gﬂx(yh+1+2y;1—y§1_1)
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Uktady rownan rozniczkowych

o Uktady rownan rézniczkowych | rzedu
mozna rozwigzywac metodami Eulera,
Rungego-Kutty lub wzorem Taylora.

o Algorytm postepowania jest
analogiczny jak przy rozwigzywaniu
jednego rownia rozniczkowego.

104



Uktady rownan rozniczkowych™*
Wzor Taylora — przyktad 5

o Rozwiagzac uktad rownan
rozniczkowych:

o At=0.001, t,=0, x,=0.5, y,=1

ax 2

— =
o Jat Y

ay _ .2

=X — 5y

105



Przykiad 5

Pochodne czgstkowe rownania dla wzoru Taylor’a

d*x / /
2= 2yy—2x
o |l a2y
F—Zxx 5y’
d3 I ! I/
" e 2y R GE2 X
o .

d_Y_ 1 I\ 2R /
g = 2X60 1 2(x )5Sy

4
Z_ ik Zynly E 6y//yl 2x'"

o IW. dty
d_ = 2x"x + 6x"'x / 5ylll
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Przyktad 5

subplot (211)
plot2d(t, [
xlabel ("Czas
legends (["x (T
subplot (212)

param3d(x,vy,t,45, 45,"x@y@t",5

gct () . :
M()- — [4r4r4};
YUKTL) =Y K);
for i=1:4
X(k+1)=x(k+1)+(dt"*i) / (factorial (1)) *dx (1) ;
y(k+t1l)=y(k+1)+(dt"i)/ (factorial (i))*dy (i) ;

end
t(k+1)=t (k) +dt;
end




Przyktad 5

14 16
Czast[s]
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Przyktad 6

o Rozwigzanie zadanego uktadu rownan
metod3a Runge-Kutty’'ego

o At=0.001, t,=0, x,=0.5, y,=1
ax St/
= y 2X

dy 2
— =x“—-35
dt 4

109



Przyktad 6

L L L L L e e
1 12 14 18 18 2 2 24 2] . 3

Czas t[s]
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Przyktad 6 — RK!-RK*dla At=0.1

Zmienna x
Zmiennay

| LI B B s B e | T T T

05 1 15 2 25 3
Czast[s] Czas t[s]
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Rownania rozniczkowe wyzszych rzedow

o Metodami Eulera, Rungego-Kutty oraz
wzorem Taylora mozna rozwigzywac takze
rownania rozniczkowe wyzszych rzedoéw.

o Konieczne jest wtedy sprowadzenie
takiego rownania do uktadu rownan |
rzedu.

112
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Przyktad 7

o Dla danego obwodu wyznaczyc¢ przebieg pradu
w obwodzie i napiecia na kondensatorze w stanie
hieustalonym.

o Warunki poczatkowe s3 zerowe.
o E=100V, R=0.25Q, L=25mH, C=33mF
t=0 R L
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Przyktad 7

oRoéwnanie Il rzedu opisujgce analizowany

du
L ey = ()
dt dt
oNalezy przeksztatci¢ w uktad rownan | rzedu:
di E—Rieu.
aee L
au, W

dt C 114



Przyktad 7

for k=1:n
([t (k+1),1(k+1),u(k+1l)]=RK4 (dt,t(k),1(k),ul(k));

end
plot2d(t, [1 ul,[2 5]);
osie=gcal();

osle. ="origin'

I «
r

L] I

oslie. ="origin'
xlabel ("Czas t [s]");
legends (["1(t)"™ "u(t)"],[2 5], opt="ur");

KRO—UL " EUL \AU, YUTU . J " RKRL)

kd=dt*eqgZ (xo0,yo+k3)

y=yo+ (1/6)*kl1l+(1/3)*k2+(1/3)*k3+(1/6)*k4;

t=tot+dt;

endfunction
cendruanction

r
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Przyktad 7

o Dla kroku obliczeniowego At=0.0001 w
przedziale te<0,2> uzyskano rozwiazanie.

116



Przyktad 7

o Dobranie odpowiedniego kroku obliczen stopnia
metody ma znaczacy wplyw na uzyskanie
prawidtowego rozwigzania.
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Przyktad 7

o W przypadku obwodow RLC w zaleznosci od
wartosci rezystancji mozna opisac cztery rodzaje
przebiegow sygnatow pradowego i
hapieciowego

* Aperiodyczny R>R,,

* Aperiodyczny krytyczny R=R,,
* Oscylacyjny R<R,,

e Stan bez rezystancyjny R=0

oRk,.=2-\/%=1.7Q
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Pradw obwodzie i [A]

Mapiecie uc [V]

Przyktad 7

T
0.45

[ S B ey |

05
Czast[s]

0.55

R=0.3 ohm
R=0.7 chm
R=1 ohm

R=1.4 ohm
R=1.7 ohm
R=2.1 ochm
R=2.4 ohm
R=28 ohm
R=3.1 ochm
R=3.5 ohm

R=0.3 ohm
R=0.7 ochm
R=1 ohm

R=1.4 ohm
R=1.7 ochm
R=2.1 ohm
R=2.4 ohm
R=2.8 ochm
R=32.1 ohm
R=35 ohm

0.05

01

0.15

0z

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.55

06

0.65

o.rF

075

[WR-]

0.85

o9

085

1
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Funkcja ODE

o W sSrodowisku obliczeniowym Scilab dostepna
jest funkcja realizujgca rozwigzywanie uktadow
rownan rozniczkowych.

o Funkcja ode (Ordinary Different Equations)
umozliwia rozwigzanie zdefiniowanego ukfadu
rownan rozniczkowych jedng z dostepnych
metod.

o Funkcja ode wymaga zdefiniowania funkcji z

uktadem rownan stanu odpowiadajacych

zadanemu ukfadowi rédwnan rozniczkowych
120
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Funkcja ODE

o Sktadnia funkciji:

Oyz Ode([type]/ yOI t()/ t/ f)

gdzie:

oy — wektor lub macierz wyjsciowa
o[type] — wskazanie metody obliczeniowej
oY, — wektor wartosci poczagtkowych

ot, — wartosc poczatkowa zmiennej
podcatkowej

ot — wektor wartosci zmiennej podcatkowej

of — nazwa funkcji zawierajgcej definicje
rownan stanu .



Funkcja ODE

Zaimplementowane metody obliczeniowe:
adams — metoda Adamsa

stiff — metoda rozniczkowania wstecznego BDF
rk — metoda Rungego-Kutty rzedu 4

rkf — metoda Rungego-Kutty rzedu 4i5

fix — zmodyfikowana metodark

discrete, roots — inne metody

O O O @ U ENGENE

Wybor metody obliczeniowej nie jest konieczny. W
takiej sytuacji funkcja rozwigzuje zadanie metoda
Adamsa i BDM, dynamicznie wybiera w czasie obliczen
korzystniejszg metode. 122
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Przyktad 8

o Dla danego obwodu wyznaczyc przebieg
pradu i napiecia na kondensatorze w stanie
nieustalonym. Warunki poczatkowe s3 zerowe.

o E=100V, R=0.25€), L=25mH, C=33mF

g T

®

o Zadanie rozwigzac za pomoc3a funkcji ode.
123
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Przyktad 8

o W pierwszym etapie nalezy wyprowadzic¢ rdwnania
stanu dla analizowanego obwodu.

o WYyjs¢ nalezy z rownan Kirchhoffa dla analizowanego

obwodu d3zac do zapisania postaci rozniczkowej.
E — Rl == uL + uC

du, di

tzCﬂ U; = i

du, di
E:RCW -I—Ld—-l—uc

-I_RC_t _I'U.C 124
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Przyktad 8

o Na podstawie rownania rozniczkowego
zapisujemy rownania stanu:

ugt B Rc% s
Atz e

(LU T

= G

E—R'+Ldi+
= Ri e BCe

di E—Ri—-uc
a_ L 125
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Przyktad 8

o Na podstawie rownan stanu okreslic
mozna zmienne stanu:

x]_:

du,

-_— xZ:uC x3=i
dt

o Finalnie rownania stanu przyjmuj3g

postac

( E—RCE X
V=

LC
Y2 = C
E—Rx; — x,
ky3 5 I 126
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Przyktad 8

r CLlCaly,
function([y]=R_stanu(t, x)

y(1l)=(E-R*C*x(1)-x(2))/ (L*C);

vy(2)=x(3)/C;

y(2)=(E-R*x(

endfunction

df=
yO=[0;0;01;
t0=0;
df: | ;
e(y0,t0,t,R_stanu);
uc=y (<, ) ;
1=y(3,:);
(t, [uc',1'1); 127
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Przyktad 8

Prad w obwodzie
Napiecie na kondensatorze

80 -
60
40

20 -

0 T /\ T f\ T /‘--Ih\"h._.b-"' 1 T T T T T 1
9 A&Lu//ﬁl2 \{i/// 04 \\}5// 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14

-20 4

-40 -

-60 -
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XCOS

o Srodowisko programowania graficznego
o Rozwigzanie rownania rozniczkowego

Systemy czasu ciggtego
Operacje matematyczne
Trasowanie sygnatu
Zrodta

Sinks

o Rozwigzanie metodg przetwarzania

sygnatow

129



Zestaw A

di i G — U,
dt % i H

L
1 I i
il dt C Zestaw B ;3
A A L S A T S AP AR L S




Plik Edycja Widek Symulacja Format Marzedzia
El El E | E @'ﬂl Ustawienia

Wiykonaj sledz i analizuj

Ostateczny czas integradji
Ustaw kontekst

p.0ED0

Skalowanie czasu rzeczywistean 0.0EDD

o _ Integrator absolutnej toleranci 1.0E-06
Inicjalizagla Modelica

Integrator wzglednej tolerandi 1.0E-06

Tolerancja w czasie 1.0E-10

Maksymalny przedziat czasu catkowania | 1 goooiEns

Solver kind Sundials /CVODE - BDF - NEWTON

Maximurn step size (0 means no limit)  |g.oEoD
H Ustaw kontekst
Ustaw kontekst

You may enter here scilab instructions 8o define symbolic parameters used in blodk . .

-DK Anulu Domyslne
definitions using Sdlab instructions. - b
These instructions are evaluated once

ronfirmed (j.e. you dick on OK), and every time o
diagram is run.

E=100
B=0.25
C=33410~-3
L=25410~-3




XCOS - Bloki

] Przegladarka palet - Xcos

Palety Widok

Eled

Q Q|

Palety

LSS ELLISIELIIEIBIELIEIETLTS

Recently Used Blocks

Systemy czasu daghego
Niecigglosa

Systemy czasu dyskretnego
Wyszukiwanie odnosnikow
Obstuga zdarzen

Operacje Matematyczne
Macierz

Elektryczny

Liczba catkowita

Port & Podsystem

Wykrywanie przekroczenia zera
Trasowanie (Routing) sygnatu
Przetwarzanie sygnaiow
Bezwarunkowy

Adnotacje

Sinks

Termo-hydrauliczne

Bloki demonstracyine

Funkcie zdefiniowane przez uzytkownika

Y

CLKINV_f

Curve

CURV_f

(L)

INIMPL_f

. |
[ Rt Trom au "_
scind file

READAU_f

g

PULSE_SC

.
v

CLOCK ¢ CONST_m

—
Counter From warkspacs b
0 =2 - o

FROMWSE
Counter

Counter
Madulo 3
In_f

Modulo_Count

¥
[Flund from -\P‘ ead from
‘-C binary 'Flle-’ nput file

READC_f RFILE_f

Signal
Builder
J

v Sigbuilder

SampleCLK

.

COMST CONST_f

GENSQR_f

Random
generator
L —

RAMD_m

W I

SAWTOOTH_f  gTEP FUNCTION

lL TK Scale F

TIME f TKSCALE

/




XCOS — VMIODEL A S

B 5etCLOCK cblock parameters
Event dock generator

Do not start if 'Tnitialisation Time' is negative

. .. o -
" B Wprowadzenie wartoéci wejécic Okres 0.0001

(LM
A n Set CSCOPE block parameters |
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H Werowadzenie wartosci wejsciowych Scilab
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Input ports sizes 11
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