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Zakres wyktadu

Rozniczkowanie
Catkowanie

Interpolacja

o Interpolacja wielomianowa
o Lagrange’a
o Newton’a
o Interpolacja trygonometryczna

o Szybka transformata Fouriera — FFT
o Interpolujace funkcje sklejane

Aproksymacja
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Rozniczkowanie

Pochodna funkcji (rozniczka) — miara
szybkosci funkcji, tempo zmian jej
wartosci wzgledem zmian jej argumentow.
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Rozniczkowanie - zastosowania

Analiza danych eksperymentalnych - w
przypadku eksperymentow, w ktorych
dane s3 zbierane w formie punktow
dyskretnych, rozniczkowanie numeryczne
pozwala na obliczanie pochodnych, co
moze byc istotne w analizie wynikow
eksperymentalnych.
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Rézniczkowanie - zastosowania
Symulacje numeryczne — w modelowaniu
matematycznym i symulacjach
humerycznych czesto uzywa sie
rozniczkowania numerycznego do
obliczania pochodnych i gradientow.

Jest to istotne w dziedzinach takich jak
dynamika ptynow, fizyka komputerowa,
analiza wytrzymatosci materiatow, etc.

5
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Rézniczkowanie - zastosowania
Optymalizacja — metody optymalizacji
czesto wykorzystujg pochodne w celu
znajdowania minimum lub maksimum
funkcji celu.

Rozwigzywanie rownan rozniczkowych -
W humerycznym rozwigzywaniu rownan
rozniczkowych czesto pojawia sie
koniecznosc obliczania pochodnych.
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Rozniczkowanie

1. Roznice skonczone, dzielg sie na dwie gtiowne
kategorie:
a)Roznice w przod obliczajg przyblizong pochodng na
podstawie wartosci funkcji w punktach x i Ax,
gdzie Ax jest niewielkg wartoscig kroku.

b)Roznice wsteczne korzystajg z wartosci funkcji w
punktach x i x-Ax do obliczenia przyblizonej
pochodnej.

2. RAznice centralne, sg bardziej doktadne niz
roznice skonczone. Obliczajg przyblizonag
pochodng, korzystajac z wartosci funkcji w
punktach x+Ax i x-Ax.
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Rozniczkowanie

3. Metoda réznic skonczonych, 1gczy roznice
skonczone z uzyciem wielu punktow, aby
uzyskac doktadniejsze przyblizenie pochodne,;.

4. Metoda roznic skonczonych centralnych,
rozwiniecie metody roznic skonczonych,
uzywajace wielu punktow i obliczajgce
przyblizong pochodng za pomoca srednich
roznic.

5. Metoda roznic dzielonych, opiera sie na
interpolacji wielomianowej, a nastepnie oblicza
pochodng tego wielomianu.
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Rozniczkowanie

1. Funkcji danej za pomoca rownania
analitycznego

2. Funkcji opisanej tablica danych
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Rézniczkowanie numeryczne
Réznic skonczonych

function y=central(t,f)

* W prZ()d n=size(t) (2);

for i=2:n-1
° W tylv a=f(i+1)-f(i-1)
b=2%(t (i+1)-t(i));
y(i-1)=a/b;

centralnych

function y=backwards(t,.endfunction
n=size(t) (2):
for i=2:n

y(i-1)=(f(1)-f(i-1)) /(£ (1) -t(i-1));
end
endfunction



15:20

Funkcja rozniczkujaca

Funkcja obliczajgca przyrosty elementow tablicy danych

y=diff (f,n,"typ") .,
y = wektor lub macierzy wyjsciowa danych
zrozniczkowanych

f = wektor lub macierz wejsciowa, moze to byc takze
funkcja zwracajgca wektor lub macierz danych

n =2 rzad rézniczkowania (stopien liczenia przyrostu),
jezeli atrybut nie zostanie podany funkcja zwraca
pochodng pierwszego rzedu

"typ" -2 atrybut tekstowy okreslajacy sposdb
rozniczkowania danych przekazanych w postaci macierzy,
moze przyjmowac trzy wartosci:

e "r" -rozniczkowanie wierszowe,

e "g" -rdzniczkowanie kolumnowe,

e "*" _rdzniczkowania standardowe
11
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Funkcja rozniczkujaca

Af(x)
Ax

y=f'(x)=

y=diff (wektor) ./diff (x) ;
y=diff (wektor) ./dx;
y=diff (wektor) /dx;

dx - wektor przyrostow lub wartos¢
przyrostu

12
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Catkowanie numeryczne

Metody numerycznego catkowania polegaja na wyznaczeniu
wartosci przyblizonej catki oznaczone;.

W srodowisku Scilab'a obliczenia catki oznaczonej realizuje
funkcja integrate (). Sktadnia podstawowego wywotania
zapisana ponizej wymaga podania czterech atrybutow.

W = integrate(’'f’ ,’z’ ,start,koniec);

gdzie:

" £’ -> jest kodem lud odwotaniem do funkcji
podcatkowej

"'z’ => jest zmienng funkcji podcatkowej wzgledem
ktorej realizowane jest catkowanie

start i koniec -2 definiujg przedziat catkowania 3
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Catkowanie numeryczne
1. Metoda prostokatow

2. Metoda trapezow
3. Metoda Simpsona

a. wielomian Il rzedu

b. wielomian Il rzedu

14
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Catkowanie numeryczne
1. Metoda prostokatow

2. Metoda trapezow
3. Metoda Simpsona

a. wielomian Il rzedu

b. wielomian Il rzedu

b—Azr 3Ax

f: f(x)dx = ; 3 (dn)+3d(n+1)+3d(n+2)+d(n+ 3))

oo n—u )

T—u i




Catkowanie numeryczne

f(z) = 8sin (0.52) — 5sin (3z) — 3cos (22 + g —0.152% + 1.5z + 6

INTEGRATE() 101.50239

Prostokatéw lewych 1 96.307788 -5.1%
0.1 101.03132 -0.46%

Prostokatéw prawych 1 105.60666 4

1
2
3
4
/\ A 5 0.1 101.96121 0.46
6
7
8
9

P e e 12\1} " 5 " Prostokatéw $rodkowych 1 101.03132 0.25

0.1 101.50545 0.003
Trapezow 1 100.95723 -0.5%
0.1 101.49627 -0.006%

10 Simsona 1 101.48416 -0.018%

Il rzedu

11 0.1 101.50239 -0.00000%

12 Simsona 1 101.49463 -0.008%
I

13 ALl 0.1 101.50239 -0.0000005%

14 Simsona 31 krokéw 101.48416 -0.018

Il rzedu

15 151 krokéw  101.50237 -0.00002%

16 Simsona 31 krokow 101.42795 -0.07%

Il rzedu

17 151 krokéw  101.50234 -0.00004%
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Interpolacja

* Wiele obserwowanych zjawisk jest
opisanych nieokreslonymi (nieznanymi)
funkcjami.

* Mozliwe jest jednak zmierzenie wartosci
tych funkcji, oraz ich pochodnych przy
okreslonych wartosciach argumentow.

 Zebrane dane mozna w sposob graficzny
zobrazowac za pomocg wykresow

17



15:20

Interpolacja
* Interpolacja nazywamy procedure

prowadzgcg do znalezienia wartosci
pewnej funkcji f(x) w dowolnym punkcie
przedziatu (x, x_) na podstawie znanych
wartosci tej funkcji w punktach x,, x,,...,
X, zwanych weztami interpolacji.

 Postepowanie prowadzace do znalezienia
wartosci funkcji f(x) w punkcie lezgcym
poza przedziatem (x, x,) nazywamy
ekstrapolacj3. 18
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Interpolacje

Interpolacje lub ekstrapolacje stosuje sie
gdy:
o Rownanie funkcji f(x) nie jest znane, a
posiadane s3 tylko informacje o jej
wartosciach w punktach przedziatu

o Obliczanie wartosci funkcji F(x) jest
skomplikowane (czasochtonne), wygodniej
jest interpolowac prostszg obliczeniowo
funkcja f(x) zwracajacg w zadanych punktach
takie same wartosci jak funkcja F(x)

19



Interpolacja
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Interpolacja

Funkcji interpolujacej i ekstrapolujacej
poszukuje sie zazwyczaj W pewne;j
okreslonej postaci:
o Wielomianowa

o Algebraiczna

o Trygonometryczna

o Funkcjami sklejanymi

21
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Interpolacja wielomianowa

Interpolacja wielomianowa opiera sie
na wielomianie stopnia co najmniej n,
gdzie n jest liczbg weztow (punktow)
interpolacji.

W(x;)=y;

gdzie:

W(x)=a,+a;x+a,x’+a,x>+.+a_x"

22
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Interpolacja wielomianowa

Dla n weztow interpolacyjnych mozna
wiec zapisa€ rownanie macierzowe
opisujgce warunki jakie musi spetnic
wielomian interpolacyjny: Xa=y

0 1 2 n
Xo X9 Xo 0 Xo||Qo Yo
xd x; % - Al |
X; 8X; X5 oo Xy peE| — |2
1 1 2 n| la, Vn

Xn Xn Xn - Xn 23
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Interpolacja wielomianowa

o Poszukiwane wartosci wspotczynnikow
mozna policzy¢ z zaleznosci a=X"'y

o Wyznaczenie wspotczynnikow mozna
takze zrealizowac rozwigzujac uktad
rownan liniowych, funkcja
linsolve (X, -y)

o Warunkiem uzyskania jednego
rozwigzania jest detX#0

pL
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Interpolacja — przykifad 1
Przebieg danych testowych

25
LJ
20
15
10 \\
5 \.\
\.\.\.
0) .
0) 0,5 1 1,5 2 2,5 3
-5
-10

25
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Interpolacja - dane

0 22
7,796 14,204
12,829 9,171
16,079 5,921
18,177 3,823
19,532 2,468
20,406 1,594
20,971 1,029
21,336 0,664
21,571 0,429
21,723 0,277




polac przy

=

/15,1,1.25,1.5 15,2,2.25,2.5];

function wielomian (x,£,c,m)
wielomian(x,f1,1,m) A=tablica (x);

P%:t:dfx'fl'_;} y=linsoclve(A,—-£f');
wielomian (x,f£2,2,m)

plot2d(x, £2,-2)

wielomian (x,£3, 2,m)

plot2d(x, £3, —3) fun=[0];
wielomian(x,fd,4,m) for i=1-"m

fun (i) =C

for J=1l:n
fun(i)=fun(i)+y(J)*t (1)~ (j-1)

end
end
plotZd(t, fun, a)

endfunction




Interpolacja — przykifad 1

22
20+
181
161
141
121

10
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Interpolacja wielomianowa
Wptyw liczby weztow interpolacyjnych

Duza liczba weztow pogarsza
doktadnos¢ odwzorowania przebiegu
przez wielomian interpolacyjny

29




Interpolacja wielomianowa

function wielomian(x,£,e¢,m, k) rpolacji
A=tablica(x, k) ;
y=pinv (A) * (£")
n=size(x, 'c');

onia

t=linspace(x(l),x(n),m);

fun=[0U];

fun(i)=fun(i)+y(3) *t (i)~ (J-1)
end
end
plotZd(t, fun, )
endfunction




Interpolacja — przyktfad 1’

—— stopnien &
J| —— stopnien 8
—  stopnien 10

stopnief 12
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Interpolacja — przyktad 1"

stopnien 8

stopnief 11
stopnief 15

stopnief 19

stopnief 23

wezty
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Interpolacja Lagrang’a

Interpolacja wielomianem Lagrang’a
jest odmiang interpolacji wielomianowej
w ktorej nieznang funkcje interpoluje sie
do wielomianu iteracyjnym w postaci:

n n

L@ =y yi-]_[;__fj_

= j=0 J
j#i

33
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Interpolacja Lagrang’a
Rozwijajac wielomian L(x) otrzymujemy:
(6= x ) (XS x — x,, )

(xo — x{le — 50 (g — x,,)
(x.— %) O S0 (x — x,)

it (1 — %) 00 — X ), — x,,) -«

L(x) =y,

(= x0)(x — x1) =Gy, 1)

kg )Xy, — X7 ) e — X, ;)

TVn (

34



Lagrang— przykfad 2

function lagrange (x, £,c,m)

n=size(x, 'c");
t=linspace(x(l),x(n),m);
fun=[0];
for i=l:m
fun (i) =0
for jJj=1:n
suma=.,
for k=1:n
1f (k<>7)
suma=suma* (t (1) -x(k))/ (2 (j) —=x(k))
end
end
fun(i)=fun(i)+£(j) *suma;
end
end
plotZd(t, fun, )
endfunction




Lagrang— przykfad 2




15:20
Interpolacja Lagrang’a
Analogicznie jak w przypadku
interpolacji wielomianowej liczba weztow
interpolacji niekoniecznie wptywa
pozytywnie na doktadnosc interpolac;ji

37




Interpolacja Newtona e
llorazow roznicowych

Metoda Newtona opiera sie na
wykorzystaniu wyrazen zwanych ilorazami
roznicowymi.

Wyrazy te okresla sie dla n-1 rzedow
gdzie n jest liczbg punktow pomiarowych
(weztow interpolacyjnych).

Na podstawie wyznaczonych ilorazow

roznicowych tworzy sie zazwyczaj tablice.
38
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Interpolacja Newtona

1. Pierwszego rzedu 2. Drugiego rzedu
%1, x2] — [%0, 1]

& 0 YA [0, X :
X0, X1] = X2 — Xp

ES )

PEREL. . ; [x2, %3] — [%1, %3]
%y, %,] = Y2 = )1 [ %1, X2, %3] = o
' B, — Xy G

Vo= )i [xn—b xn] ~ [xn—z:xn—l]

[xn—ZJ xn—l: xn] =

[xn—lrxn] = xn E xn_l xn _xn—z

3. k-tegorzedu

EITRRR Sy | — | TTEe
Xi+k — Xi

[0, Xip1) oo Xigpe ] =

39
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Interpolacja Newtona
Wzor ogolny iteracyjny na iloraz
roznicowy mozna zapisac w postaci:
for i=1 to n-1
for j=2 to n
if 7<i+1 then
continue

R::—R: 3
s 3 j—1,1
Rjiq1 =

Xj—Xj—i

40
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Interpolacja Newtona

Wzor interpolacyjny Newtona z
roznicami ilorazowymi przyjmuje postac:

n 1—1
N,(x) = yo + Z R; H(x = xj)
i=0 =0

41
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Interpolacja Newtona

Na podstawie zapisanego rownania
iteracyjnego wielomianu mozna zapisac
algorytm komputerowy dla interpolacji
Newtona.

for i=1 to n
for j=0 to 1-1
iloczyn=iloczyn '(x—xj)
suma=suma+R; ; ° iloczyn

fun=y,+suma
42



Interpolacja Newtona

newton (x, £f1, |
plot2d(x, £f1, -
newton (x, £2, =
plotZd(x, £2, -2
newton (x, £3, -
plot2d(x, £3, -
newton (x, £4, 4,m)
plot2d(x, £f4,-4)
osie=gca();
osie.

oslie.
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Interpolacja Newtona

function R=tablica(x, £)

n=size(x, 'c"); .
R=[0] ; for i=1 to n-1

for i=l:n for j=2 to n
R(i,1)=£(i); if j<i+l then
end continue
for 1=1:n—-1 R _ Rj,i_Rj—l,i
for J=2:n Jji+1 —
if i+1>3

continue;

Xj—Xj—i

end
R(j,i+1l) =(R(j,1)-R(I-1,1))/ (x(J)—=(J-1));
end

end

endfunction

44
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Interpolacja Newtona

function newton (x, £,c,m)
n=size(x, 'c');
=linspace(x(l),x(n),m);
E=tablica(x, £)
fun=J[0];
for i=1:m
suma = UJ;
for j=2:n
iloczyn = 1;
for k=1:7-1

iloczyn = 1loczyn * (t(1)-=x(k));

end
suma = suma + ER(j,3) *iloczyn;
end
fun(i)=R (1, 1) +suma;
plotZd(t, fun, e) ;
endfunction
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Newtona — przyktad
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ewtona — przyktad
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Newtona — przyktad
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Newtona — przyktad

0.
0
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Newtona — przyktad
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Interpolacja Newtona

Analogicznie jak w przypadku omowionych
wczesniej metod interpolacji zwiekszenie liczby
weztow interpolacyjnych moze niekorzystnie
wptynac na doktadnosc interpolaciji
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Interpolacja — sygnaty okresowe

35
25 4ecocecoyiing oo B e e0 0
15 o :
5 .‘ y : ’
5 0 1 z . 3 o
-15 : .. )
-25 eeccccccee '_ogé:Qo:;oo y °
-35

*fl ef2 - {3

52
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Interpolacja — Wielomianowa




Interpolacja — Lagrang’a




Interpolacja — Newton’a

19 2 25 3
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Interpolacje

o Interpolacje wielomianowe algebraiczne cechuja
sie pogorszeniem jakosci, szczegolnie na koncach
przedziatu interpolacji.

o Zjawisko nasila sie wraz ze wzrostem stopnia
wielomianu, a wiec liczby weztow interpolac;ji.

o Zjawisko to nazywa sie Oscylacjami Rungego
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Interpolacja trygonometryczna

o Interpolacje algebraiczne wielomianowe z
racji swoich wtasciwosci nie bardzo nadajg sie
do opisu sygnatow okresowych

o Interpolacje trygonometryczng stosuje sie
do wyznaczania funkcji interpolujacej dla
funkcji okresowych (np. sinusoidalnych)

o Dobrze nadaje sie do interpolacji sygnatow

elektrycznych czy drgan mechanicznych
57
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Interpolacja trygonometryczna

Dana jest funkcja okresowa f o okresie 27, zmiennej
rzeczywistej o wartosciach zespolonych:

f(x+27)=f(x)

Dowolng funkcje okresowa o okresie t mozna

poprzez podstawienie x = z—ny sprowadzi¢ do funkgji
okresowej2n g(y +t) = g(y)
xt
fx)=g (%)

Mozna wiec przy takim uogolnieniu rozpatrywac

tylko funkcje o okresie 2. 24
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Interpolacja trygonometryczna

Interpolacja trygonometryczna sprowadza sie
do okreslenia dla nieznanej funkcji f wielomianu
trygonometrycznego F przyjmujgcej dla danych
weztow interpolacyjnych te same wartosci.

E(x)= Z Gl R = Z cm(sin(m - x) + jcos(m x))

F,(xx) = f(xg)

59
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Interpolacja trygonometryczna

o Warunki interpolacyjne mozna zapisa¢ w
postaci n+1 rownan niewiadomych c,

c1,...,cn n

" aneim = £

m=0

o Macierz tego uktadu jest nieosobliwg
macierzg Vandermode’a, uktad ma jedno
rozwigzanie.

o Wyznacznik macierzy jest rozny od 0, przy
zatozeniu ze wezty x, sg niepowtarzalne. 60
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Interpolacja trygonometryczna

Jako kryterium upraszczajgce do
dalszych rozwazan przyjmuje sie ze wezly
interpolujgce sg rownoodlegte.

b 2km
e 1

X} kK'=alel, ..., n

61
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Interpolacja trygonometryczna

Funkcje e3™*, m=0,1,2,..,n tworz3
uktad ortogonalny, dla iloczynu
skalarnego:

(F.9) = z J{COrIED
stad &'

n n
Jilag™ , Jrsdees Jlx;, , — it . U= m)—ZRH
(e , € )— e’ ke — e R —
k= =)

( pJl-m)2m _ q

=0 dla [#m
= J(l m)% 1

\n+1 dla | =m 62
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Interpolacja trygonometryczna

o Wspotczynniki wielomianu
trygonometrycznego c_sg rowne:

: T
. A (fy e]mX) ke 1 z f(x )e—jmxk
g n+1 n + 1}{{_0 b

o Wspotczynniki c_ s rowne wspotczynnikom
rozwiniecia Fouriera funkcji £.

o Wyznaczanie wspotczynnikow wielomianu
trygonometrycznego funkcji £ okresla sie

mianem dyskretnej transformaty Fouriera. &
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Interpolacja trygonometryczna

Trygonometryczny wielomian
interpolacyjny funkcji f oparty na weztach

2kt
Se— 1, .., n
+ 1

mozna przedstawi¢ w postaci:

interpolacyjnych x, =

m
1 )
E ()= > %o + Z(akcos(kx) + bksin(kx)) + Eamﬂcos((m + 1)x)
k=1

gdzie:
( n
i — > gdy n parzyste
j n—1
o) =l i = gdy n nieparzyste ”
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Interpolacja trygonometryczna

Wspotczynniki wielomianu wyznaczane s3 z
zaleznosci:

n
2
a; = xr)cos(ix;),dlai =0,1,2,....m
l n+1;f( Deos(ixng)

2 1 (}
b; = — " Z:f(xk)sin(ixk),dlai =1,2, .. m
k=0

65



Przyktad 4

Okresli¢ algorytm interpolacyjny funkciji f dla
podanych weziow interpolacyjnych.

14 9000000 0OCGFOCODOGPOOSNOSPS

0.8+

0.64

0.4+

0.24

- 6 B 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.5 2.8 3.0 3.2
-0.24
-0.4 4
-0.61
-0.8+

-l90 00000000000 OCFOS
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Przyktad 4

n=31 — nieparzyste, wiec m=(n2-1)/2=15 i 6=1
T

Na podstawie zaleznosci: x = — y wyznaczane s3
kolejne wezty interpolacyjne.

31
2
a; = ﬁz f(x;)cos(ix;),dlai=0,1,2,...,16
k=0

31
2
b; = ﬁz f(xp)sin(ix;),dlai=1,2,...,15
k=0

67
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Przyktad 4

Na podstawie wyznaczonego wielomianu
trygonometrycznego wyznaczane s3
interpolowane wartosci funkciji.

15

F3(x) = 70 Z(akcos(kx) + bksm(kx)) + —cos(16x)

68



1
2
3
4
5
6
5
8

column 1 to 5

0.2026834 0.4053668

column €6 to 10

.013417 1.2161004

column 11 to 15

.026634 2.2295174

column 16 to 20

.040251 3.2429344

column 21 to 24

.0536679 4.2563513

column 25 to 28

.8644015 5.0670849

column 29 to 32

.6751351 5.8778185

1.4187838

2.4322008

3.4456177

4.4590347

5.26€97683

6.0805019

0.6080502

1.e214e72

2.6348842

3.6483011

4.6617181

5.4724517

©.2831853

0.810733¢

1.824150¢6

2.8375676

3.8509845




Przykiad 4

for i=
for j=1:n
ak(i)=ak(i)+y(3)*
end

ak(i)=2/n*ak (i) ;

-~ 1=1:m

for j=1:n
bk(i)=bk(1i)+y(J)*

end

bk(i)=2/n*bk(i);

=M
for i=1l:'m

f(k)=f(k)+(ak(i+l) *cos(i*t(k))+bk(i)*sin(1i*t(k)));
end

f(k)=f(k)+ak(l)/z2+(ak(m+2)/2) *cos((n+1)*t (k));

t2d(x0,vy, 2);
t2d(t2,£,2);
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Przyktad 4

a a
F3.(x) = 70 + z(akcos(kx) + bysin(kx)) + %cos(l&r)
=1

Na podstawie danych wejsciowych wyznaczono wspotczynniki
wielomianu: a; = 0,dlai =0,1,2,...,16
Wielomian interpolacji trygonometrycznej przyjmuje postac:

F(x) =~ —1.23 sin(x) + 0.006 sin(2x) — 0.41 sin(3x)
+ 0.013 sin(4x) — 0.24 sin(5x) + 0.02 sin(6x)
— 0.17 sin(7x) + 0.027 sin(8x) — 0.13 sin(9x)
+ 0.035sin(10x) — 0.1 sin(11x) + 0.043 sin(12x)
— 0.081 sin(13x) + 0.054 sin(14x) — 0.066sin (15x)

71



Przyktad 4
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Przyktad 5

Wyznaczy¢ wielomian interpolacji
trygonometrycznej zadanego sygnatu:

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
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Przyktad 4

15

ap .
F31(x) ==+ ) (aycos(kx) + bysin(kx))

Na podstawie danych wejsciowych wyznaczono wspotczynniki
wielomianu: b; = 0,dlai = 1,2,...,15
Wielomian interpolacji trygonometrycznej przyjmuje postac:

F(x) =~ 145 — 11.8cos(x) — 1.35cos(3x) — 0.52 cos(5x)
— 0.29 cos(7x) — 0.2 cos(9x) — 0.15 cos(11x)
— 0.13 cos(13x) — 0.13cos (15x)

74



Przyktad 5




Przyktad 5

Wyznaczyc¢ interpolacyjny wielomian
trygonometryczny dla sygnatu
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Przyktad 5

15

ap .
F31(x) ==+ ) (aycos(kx) + bysin(kx))

Na podstawie danych wejsciowych wyznaczono wspotczynniki
wielomianu. Wielomian interpolacji trygonometrycznej przyjmuje
postac:

F(x) = 0.41 4+ 24 sin(x) + 7.59 cos(3x) — 11.7 sin(3x)
+ 6.29 cos(9x) + 5.47 sin(9x)

77



Przyktad 5
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Szybka transformato Fouriera

o Przeksztatcenie Fouriera (transformacja)
pozwala na rozktad analizowanego sygnatu na
czestotliwosci sktadowe.

o Algorytm szybkiej transformaty Fouriera FE'T

stuzy do efektywnego wyznaczania
wspotczynnikow szeregu trygonometrycznego

n

E (x)= z C, B ~

m=0
79



15:20

Szybka transformata Fouriera

Dekompozycja sygnatu na sktadowe w postaci
szeregu sygnatow sinusoidalnych umozliwia
interpolacje sygnatu w postaci szeregu
trygonometrycznego poprzez identyfikacje
parametrow tych sygnatow:

o czestotliwosci,
o amplitudy,
o fazy.

FFT znajduje szerokie zastosowanie w wielu
dziedzinach: przetwarzaniu sygnatow cyfrowych,
obrazowaniu medycznym, rozwigzywaniu réwnan
rozniczkowych, poszukiwaniu ztdz ropy i gazu,
Monitorowaniu pracy maszyn, sterowaniu
samolotow i statkow kosmicznych. 80
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Szybka transformata Fouriera

o Funkcja FFT jest dostepna w wiekszosci
programow obliczeniowych.

o W srodowisku Scilaba szybka transformate
Fouriera mozna przeprowadzac dla wektora lub
macierzy danych.

o Podstawowa sktadnia funkcji ££t ()
wymaga podania jedynie na wejscie
analizowanego sygnatu, na wyjsciu
otrzymujemy odpowiednio wektor lub macierz
wartosci zespolonych

X=fft (A) ;

81
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Przyktad 6 - FFT

o Przeprowadzic analize sygnatu, okreslic
parametry interpolacyjnego wielomianu

trygongs tliwosc
i faze).

o Przgt e
odksztgs jszych

M et o d IR
F(t) = 20sin(0.2t) + 10cos(t)

82
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Przyktad 6 - FFT

o Poprawna analiza wymaga posiadania
informacji o liczbie okresow analizowanego
sygnatu w probce wejsciowe;j

o Im wieksza czestotliwosc probkowania tym
doktadniejsze wyniki obliczen, ostrzejsze piki

o Liczba okresow powinna byc liczbg catkowita
o Im wiecej okresow lub probek tym amplituda
wieksza

o Zwracany przez ££t () wektor ma

symetryczng budowe wzgledem centralnego

elementu tablicy wynikow .



Przyktad 6 - FFT

~ 1.5 okresu, 100 probek {| 3 okresy, 100 prébek

2000

1000+

0 o
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500 0 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500

1 okres, 300 probek

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600
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Przyktad 6 - FFT

o Kazda wartos¢ zwracana przez funkcje
fft () jestw postaciliczby zespolonej,
niosgcej informacje o amplitudzie i fazie
analizowanego sygnatu

o Kazda wartosc jest powigzana z inng
czestotliwosciag sktadowej sygnatu
wejsciowego

o Informacja o czestotliwosci probkowania
pozwala na wygenerowanie wektora
czestotliwosci

o Wymagana jest informacja o liczbie
probek

85
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Przyktad 8 - FFT

o Konieczna jest identyfikacja
ekstremow ktore odpowiadaj3g
poszukiwanym sktadowym wielomianu
interpolacyjnego

o Ze wzgledu na symetrie ograniczyc sie
mozna do potowy wartosci wektora
zwroconego przez FFT

o Odfiltrowanie szumu mozna
zrealizowac poprzez wyszukanie wartosci
wektora FFT wiekszych od sredniej

86



Przyktad 6 - FFT

fft y=fft (F);
for ®x=1: N2

modulFFT (x)=abs (fft y(x));
end

kl=1711 n(modulFFEFT) ) ;
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Przyktad 6 - FFT

o Amplituda sktadowych wielomianu
trygonometrycznego rowne s3g ilorazowi
modutu wartosci transformaty Fouriera i
iloczynu potowy liczby prabek i liczby
okresow, wyznaczanych dla okreslonych
ekstremow

o Czestotliwosci okresla poprzez iloraz
czestotliwosci probkowania i iloczynu liczby
probek i okresow

o Katy fazowe poszczegdlnych sktadowych
wielomianu wyznacza sie jako argument z
liczby zespolonej uzyskanej z funkcji FFT dla
kazdej z wyznaczonych czestotliwosci 88



Przyktad 6 - FFT

sample rate=1/(t(2)-t (1))
czeatatllwaac={aample_ratefﬂ}*
f=czestotliwosc(kl) ;
A=modulFFT (k1) /N2;

tar {_":r[tfft F} rea "Czestotliwosci harmonicznych”™

T g gt
{1 T 1

]
i

0.1%e0784 0.9803522

; _.!"
faza=fi{k ) +%0i /2
kat= faza*'T'f pi;

"implitudy harmonicznych™

20—+

20.188497 10.140626

0.1080784 "Fazy harmonicznych™

4.7093843 108.62337

0.1960784 0.9803922




Przyktad 6 - FFT

liczba=5000;
U=:er:5{l,liczba};
for y=1:1liczba
t2(y)=(y-1)*(t (N)/liczba) ;
for x=1:length (A)
U(y)=U(y)+tA(x) *=sin(2*%p1*f (x) *t2 (y) +tfaza(x) ) ;

end




Przyktad 7 - FFT

1
2
3
4
5
&
7
8
9

delta=T/n;
df=1/delta//czestotliwvos
for i=1: (n) *0O;
t(i)=(i-1)*T/n;
u(i)=um(1)/2;
for J=1:4
u(i)=u(i)+0m(j) *sin (H(3) *w*t (L) +%pi/180%£i(]3))

end;

e I e R e e N

u({i)=u(i)*(1+0.05*rand());//bicsdy 1

e
W0




Przyktad 7 - FFT




Przyktad 7 FFT

300 Jeden okres, 100 probek

200+

ull B .




Przyktad 7 FFT

Czestotliwoscli wyznaczonych skiadowych wielomianu [Hz]
10. 30. S0, S0,

Amplituda wyznaczonych skiadowych wielomianu [V]

al. 102. TT. 31. 16.

Fazy wyznaczonych skiadowych wielomianu

e0. —-30. 35. 90.




Przyktad 7 - FFT




rzyktad 7 -FFT

Czestotliwosci wyznaczonych sktadowych wielomianu [Hz]

1l to 13

13.

column 14 to 15

107. 113.

Amplituda wyvznaczonvch skiladowvch wielomianu [V]

column 1 to 13

33.

column 14 to 15

wyznaczonych skladowych wielomianu

column 1 to 12

1z0. -11.

column 13 to 15

100.

1.5 okresu, 100 probek

15:20
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Przyktad 7 FFT

N AN A

b

0.11

0.12 VS

0.14

l}15

87

93

100

107

113




Przyktad 7 FFT
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FFT

o Zwiekszenie czestotliwosci probkowania
przy catkowitej liczbie okresow sygnatu
badanego w probce wptywa nieznacznie na
poprawe dokfadnosci interpolacji

o Zbyt duza liczba probek moze doprowadzic
do bledow obliczeniowych

o Jezeli liczba okresow nie jest catkowita,
zwiekszenie liczby probek drastycznie zwieksza
liczbe wyznaczonych sktadowych wielomianu
interpolujacego, nie poprawiajac jednoczesnie

doktadnosci interpolaciji
99
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Interpolujace funkcje sklejane

o Problemy zwigzane z interpolacjami
wielomianowymi (oscylacje Rungego)
powoduj3g ze wygodniejsze moze byc
interpolowanie za pomoc3a funkcji sklejanych
o Funkcjg sklejang (splajnem — ang. spline)
nazywamy funkcje ktora:

o lokalnie jest wielomianem rzedu k

o jest (k—=1) - krotnie rézniczkowalna w
weztach (z czego wynika ze jej pochodne rzedu
k-2 i nizszych s3 ciggte).

o Najczesciej stosuje sie funkcje sklejane 3

stopnia (funkcje kubiczne)
101
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejane stopnia 0

|
|
|

|
|
|

o = ) w H 92 (@) ~ (00)

o
N
N
(@)
00

10
102
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Interpolujace funkcje sklejane
Funkcja sklejane stopnia 1

\/

»
.\
/

o = ) w H 92 (@) ~ (00)

o
N
N
(@)
00

10
103
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Interpolujace funkcje sklejane
Xx=linspace(t(l),t(m),n);

fun=[0];

for 1=1:n
k=max (find(t<=x(1))) ;
fun (1)=A(k) *x(1)+B(k);[i+1)-t (1)) ;

30+

20 1

10 1

0

-10 4

-20

-30-

/

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 2

32 34 36 38 4 42 44 46 48 5
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Interpolujace funkcje sklejane

o Interpolacje funkcjami sklejanymi 3
stopnia mozna przeprowadzic dwoma
sposobami:

o Analizowany sygnat dzieli sie na tyle
podzbiorow, aby kazdy z nich sktadat sie z
trzech weztéw interpolacyjnych

o Okreslenie rownania wielomianu 3
stopnia jest wiec zagadnieniem tatwym

o Metoda ta sprawia ze moga pojawic
sie na krancach przedziatow , kanty” o
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Interpolujace funkcje sklejane

Zaktadajac, ze znane s3 nie tylko wartosci
funkcji w weztach interpolacyjnych, ale rowniez
wartosci drugiej pochodnej w tych punktach
mozna wyznaczyC interpolacje funkcjg sklejana
3 stopnia bez efektu kantow.

Do dalszych rozwazan przyjmujemy:

X X, X, X, X

F=f(xy) | £ | £ . | £

fl II=fII (xl ) fl 44 f2 77 f3 ({4 N fn 44
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Interpolujace funkcje sklejane

Dla kazdego przedziatu interpolacyjnego
zdefiniowanego przez [x. ;x..,] dla
i=1l,2,..,n-1 zapisujemy wielomian
trzeciego stopnia:

y: (x)=af,+bf. .+cf .+df .,

gdzie: b Xit1 — X X — X

Xi+1 = X Xi+1 — Xi

1 1
C = 6 (a3 — () xi)z d= 6 (b3 — b)(Xi11 — xi)z

107
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Interpolujace funkcje sklejane

o Druga pochodna funkcji jest jednak nieznana.

o Problem mozna rozwigzac zaktadajgc ciggtosc
pierwszej pochodnej w weztach

o Przyjmuje sie, ze pochodna lewym krancu
przedziatu y. (x) jest rowna pochodnej obliczanej

dla prawego kranca przedziatu y. ., (x)

Xi = Xi+1 o Xiv1 T Xj—1 0 Xip1 T Xj
6 f:l—l ! 3 f-l ! 6 f:l+1

R i1 —f i

Xi+1 — Xi Xi — Xi—1

108
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Interpolujace funkcje sklejane

o W efekcie dany jest uktad rownan liniowych
z niewiadomymi { £.” }.

o Problem stanowi to, ze dla n weztow
interpolacji, danych jest n-2 weztéw
wewnetrznych i w efekcie mozna zapisa¢ n-2
rownan dla n niewiadomych

o Konieczne jest wiec przyjecie dodatkowych
dwoéch warunkow
o Najczesciej zaktada sie, ze £;”=£,"”=0, ale

mozna narzucic inne warunki brzegowe .



Interpolujace funkcje sklejane

Przy zatozeniu, ze odstepy pomiedzy
weztami interpolacyjnymi sg rowne x. ., -x.=h
mozna zapisac rownanie w postaci

p—

O e

=

o

O e

S

== O O O

= O

s

fs
fa

s,

Lfn-1-

6 -

6 -

b

-2t
h2
fo=2fs+ fi
h2
fs =2+ fs
-hz

By an—z +fn—1

-

h2
21 B an—l + fn

h2

15:20
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Interpolujace funkcje sklejane

Algorytm zastosowania interpolacji
funkcjami sklejanymi 3 stopnia sktada sie z
dwoch etapow

1. Rozwiagzania ukfadu rownan w celu
wyznaczenia nieznanych wartosci drugich
pochodnych sygnatu w przedziale i=[2;n-1]

2. Korzystajgc z rodziny wielomianow y. (x)
okreslonych dla kazdego przedziatu
[x.;x..,], wzadanym przedziale mozna
wyznaczy¢ dowolng liczbe punktow
interpolujacych

111
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Interpolujace funkcje sklejane

function splajan(t,F,n)

m=size(t,'r");
step=t (2)-t(1);
Z=4%eye (m-2,m-2) ;

for 1=1
for 7

112
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Interpolujace funkcje sklejane

Y=zeros (m-2,1);
for 1=1:m-2
Y(1)=(6/step”2)* (F(1)-2*F(1+1)+F (1+2));
end
F2=1linsolve (Z,-Y);
f=zeros(m, 1) ;

for 1=2:m-1
f(1)=F2(1-1);
end
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Interpolujace funkcje sklejane

x=1linspace(t(l),t(m),n);
kj=[11];
for 1=2:n-1

kj (i)=max (find (t<x (i+1)));
end
k9 (n)=m-1;




15:20

Interpolu;qce funkcje sklejane

L)

1
c=—-(a’—a)(xjp1 —x;)* d= E(b3 — b) (x;1 — x;)*
115



Przyktad 8
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Aproksymacja

o Aproksymacja polega na wyznaczeniu,
mozliwie niskim kosztem, funkcji F' przyblizajacej
zadang funkcje £ z zadana doktadnoscia
o W odroznieniu od interpolacji funkcja
aproksymujaca nie musi przechodzi¢ przez zadane
punkty funkcji aproksymowane,;.
o Funkcja aproksymujaca £ (x) ma przyblizac
funkcje aproksymowana F' (x) zzadang
doktadnoscia.

117
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Aproksymacja
Aproksymacja funkcji £ (x) polega na
wyznaczeniu wspotczynnikow wielomianu F(x)

F(x) = agpo(x) + a;901(x) + -+ + ap@n(x)
przy warunku osiggniecia minimalnej wartosci:

1f Ce) = FOO

b, b1/, P, Safunkcjami bazowymi,
ktorych wtasciwy dobor ma decydujace
znaczenie dla prawidtowosci i efektywnosci

przeprowadzenia aproksymacji o
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Aproksymacja
Zadanie aproksymacyjne przy wybranych
funkcjach bazowych ¢, (x) sprowadza sie do
wyznaczenia wspotczynnikow a,,
zapewniajacych osiggniecie minimum normy:

|f () — FOol

Najczesciej stosowane normy to:
1. Norma jednostajna (Czebyszewa)
2. Normg sredniokwadratowa
3. Norma L,

Wybor normy determinuje rodzaj
aproksymacji 120



15:20
Aproksymacja

Funkcje bazowe ¢ (x) wybierane sg zazwyczaj z
podprzestrzenie:
a) Funkcji trygonometrycznych z baza:
1,sin(x),cos(x),sin(2x),cos(2x),...,sin(nx),cos(nx)
Dla sygnatow okresowych
b) Wielomiandw co najwyzej stopnia n:
1, X2

Pomimo prostoty dziatan na wielomianach, cechuj3g
sie duzymi btedami przy dziataniach na matych lub
niewiele réznigcych sie liczbach

c) Wielomianow Czebyszewa
d) Wielomiandw Legendre’a 121
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Aproksymacja

o Na podstawie analizy danych pomiarowych
mozna okreslic charakter — ksztatt funkcji
wigz3acej punkty pomiarowe.

o Aproksymacja sredniokwadratowa znacznie
lepiej ,,eliminuje” btedy pomiarowe od
aproksymacji jednostajnej -

15 l .
X |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 - -
10 - ®
y 2 -3 2 5 4 g g 12 13 14 17
5 - . .

y=a1x+ao E >

. g o 0,2 0,4 0,6

122
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Aproksymacja

o Zadanie sprowadza sie do okreslenia
wspotczynnikow a, i a, takich aby spetnione
byto najmniejsze maksimum miedzy F (x) i
f(x).

o Aproksymac;ji é{ledniokwadratowej

S(ag,a,) = E(J/i —SUo + ao))z

1=1

123
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Aproksymacja
o Okreslenie wartosci wspotczynnikow a,
i 2, spetniajgcych warunek osiagniecia
minimum funkcji sprowadza sie do
rozwigzania rownania dla zerowania
pochodnych rownania.
o Zaktadajac aproksymacje liniow3a
opisang rownaniem y=a,x+a, mowi sie o
regresji liniowe,;.
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Aproksymacja
Poszukujgc minimum funkcji nalezy
rozwigzac ukIad rownan

aS(ao, al)
da

Z(yl —ag = a,x;)(~1) = 0

0S(ay, a;
) zm—ao—alxl)( %) = 0
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Aproksymacja
Przeksztatcajgc wzory mozna rownanie
zapisac w postaci

n
ApN + a4 Xi :Zyl
=R 1

l =

i4) T T
2
aozxi+alzxi —inYi

=1 =1 =1
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Aproksymacja
W zapisie macierzowym uktad rownan
przyjmuje postac:

n n
oyl (3
i=1 Qo1 _ | i=1
& n a4 Rl
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Aproksymacja
Ogolng postac dla wielomianu rzedu k mozna
zaplsac W postam rownanla mamerzowego

n

F s
PR Z
n

—

1 o
HM:”
=
=
_I_

p—

Q 9
pap e

(k+1)

.M L .
=
e-.w
_|_
Do
PS

(]
|l
—

gl
=2
T
3]
=
e
_|_
p—
D18
=
o~ X~
-+
Do
[]=
=
=D
=~
D
=
=

fa]
[l
—
e~
|l
—
[
|l
—
]
Il
—
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Przyktad 11

Dla zadanych sygnatéw pomiarowych
przeprowadzi¢ aproksymacje
wielomianowa:
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15:20

Przyktad 11

o Kazde zadanie aproksymacyjne
rozwigzywane niezaleznie.

o Przy aproksymacji krzywej nieliniowej
mozna aproksymowac do wielomianu n
stopnia
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Przyktad 11

Wyznaczanie wspotczynnikow
wielomianu aproksymacyjnego

function liniowa (s, t,F,m)
i x=l1inspace(t(l),t(n),m)

y=zeros (l,m);
for 1=1:m
for j=l:s+1
y(i)=y(i)+a(3)*x (i)~ (J-1);
end
end
plotz2d(x,vy,5):

disp(a);

endfunction
a=linsolve (A, -B");




15:20

Przyktad 11

;_.:Wﬁ_ﬁ_wwwwwwwmﬁ
S5 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

a;~1.86 apg-7.1
f(t)=1.86t-7.1
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Przyktad 11

ap,®19.53 a;®-7.83 a,»1.07 a,®-0.05
f(t)=-0.05t3*1.07t%-7.83t+19.53

133




15:20

Przyktad 11

-. 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

a,x-0.009 a,~8.57 a,»-1.22 a,x0.06
£(t)=0.06t3-1.22t2+8.57t-0.009

134



15:20
Aproksymacja
W wielu przypadkach mozna problem nieliniowy

sprowadzic do zadania liniowego, stosujgc odpowiednie

podstawienia i przeksztatcenia.
aq - 1
y=—+ag=aq X +ag 2| X =—
74 X

- 17.65
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Aproksymacja
V= aoealx

In(y) = In(a) + In(e®¥) | y =~ 5.23¢70->%
In(y) = In(ay) + a;x \. Y,
In(y) =Y 5
In(ay) = A
Y =A4A+a.x
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Aproksymacja
Dane pomiarowe aproksymuje sie do
funkcji najbardziej zblizonej ksztattem.

y = azxal o, y = €a2x2+a1x+a0
=, c* g =’ Faix + ag
azXx + a,
y=\/a2x2+a1x+a0 =
a|x + ag
1 X

b — e
a,x? + a;x + a, a,x? + a;x + a,
ap Qo

y=a2+?+x—2 137
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