Laboratorium Metod Numerycznych
Uktady rownan liniowych - metody skonczone
Laboratorium 4

Za pomocy uktadéw réwnan liniowych opisywanych jest szereg obiektow i zjawisk
fizycznych. Uktad réwnan liniowych zazwyczaj zapisywany jest w postaci macierzowej
w jednej z dwoch tozsamych postaci.

A-x+b=0 (1)
A-x=Db (2)
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Gdzie A jest macierza kwadratowa (mxm), a b i x wektorami kolumnowymi
o wymiarze m. Zazwyczaj w literaturze stosowana jest posta¢ (2) do zapisania ogdl-
nej postaci rownania macierzowego. Rozwigzywanie takiego uktadu rownan metodami
analitycznymi, stosowanymi na ¢wiczeniach rachunkowych zazwyczaj jest numerycznie
nieefektywne, wigze sie z duzym zapotrzebowaniem na pamie¢ i koniecznoscig wyko-
nania znacznej liczby operacji. Szczegdlnie w sytuacjach gdy numerycznie rozwigzuje
sie uktady réwnan dla setek i wiekszej liczby niewiadomych[1, 3].

W wielu sytuacjach uktady rownan nieliniowych, o ztozonej i skomplikowanej me-
todyce obliczeniowej, sprowadza sie poprzez zalozenia upraszczajace do uktadu rownan
liniowych. Znane i stosowane metody rozwigzywania uktadow rownan liniowych mozna,
podzieli¢ na dwie zasadnicze grupyl[2]:

1. metody skonczone,
2. metody iteracyjne.

Niniejsza instrukcja dotyczy pierwszego podejécia do metodyki rozwigzywania

uktadéw réownan liniowych. Omoéwione i przeé¢wiczone na przyktadowym uktadzie zo-

stang dwie metody skonczone, wybrane ze wzgledu na ich uniwersalnos¢ i tatwos¢ w
implementacji algorytmu obliczeniowego:

1. rozktad LU,
2. rozktad Cholesky’ego LL’,



3. eliminacja Gaussa-Jordana.

Przedmiotem analizy numerycznej bedzie rozgateziony obwdd elektryczny pradu
statego, pokazany na Rys.1. Dla tak przedstawionego uktadu mozna zapisa¢ uktad
rownan na podstawie I i IT prawa Kirchhoffa na zasadach opisanych w poprzednim
¢wiczeniu z wykorzystaniem diagramu pokazanego na Rys2.
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Rys. 1: Schemat drabinkowego obwodu rozgatezionego pradu statego
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Rys. 2: Diagram dla obwodu z Rys.1



Rownania napieciowe :
Ril1 + Ryly — Ryl = E (1)
Roly + Rsl5 — R3ls + R7I; = E)y
— Ryly — Rsl5 + Rglg = E3 — Ey

Rownania pradowe :
A— L-1,—13=0
B— ILi+1I,—1;=0 (5)
C— I1+13—Ig+15=0
D— IL—-—L—-5L—-1;=0

Na podstawie powyzszych réwnan (4)(5) mozna zapisa¢ macierzowy uktad row-
nan z czternastoma niewiadomymi lub przeksztaltci¢ do postaci rownan oczkowych z
piecioma niewiadomymi. W drugim przypadku konieczne jest w skrypcie obliczenio-
wym zapisa¢ linie kodu wyznaczajace prady galeziowe na podstawie wyznaczonych
pradéw oczkowych. Powoduje to ze opracowywany algorytm nie bedzie uniwersalny
(dla kazdego uktadu rownan), a dedykowany dla danego zadania.

Dla przyktadowego uktadu zapisane i rozpatrzone zostang oba podejscia.

Roéwnania na podstawie I i II prawa Kirchhoffa

Przy zapisie macierzowym ponizszych rownan w niektorych przypadkach moze by¢
konieczne przestawienie wierszy lub kolumn w celu zapewnienia wartosci niezerowych
na przekatnej diagonalnej macierzy gtéwnej réwnania. Dla analizowanego przypadku
rownanie macierzowe R - [ = F zapisano ponizej.

Ry —Ry, 0 Ry 0 0 07 [I] [ Ei

0 Ry —Ry 0 R; 0 R: |DL B

0 0 0 —Ry —Rs Rg 0| |L| |B5—E

1 0 0 -1 0 -1 0|-|L=] o (6)
o 1 0 1 -1 0 0f | 0

o 0o 1 0 1 1 o0f | — I,

-1 -1 0 o0 0 0 1] | | I,

Wida¢ ze macierz R ma czes¢ elementéw zerowych na przekatnej diagonalnej,
konieczne jest wiec takie przestawienie wierszy aby wszystkie elementy diagonalne byty
niezerowe. Nalezy pamieta¢ o odpowiednim przestawieniu takze wierszy w macierzy E.
W przypadku przestawiania kolumn, konieczne jest odpowiednie przestawienie wierszy
w macierzy [.



'R, —R, 0 Ry, 0 0 07 [ ol

1 -1 0 0 0 0 1] | I,

o 0 1 0 1 1 0] | I,

1 0 0 -1 0 —10|-|Ll=] o (7)
o 1 0 1 -1 0 0] | 0

0 0 0 —Ry —Rs Rg 0| |Is| |B3—F,

L 0 RQ — R3 0 R5 0 R7_ _[ 7] i EQ

Przestawianie wierszy jako przeksztatcenie elementarne, nie ma wptywu na kon-
cowy wyniki obliczen.

Uklad réwnan dla metody oczkowej

Dla obwodu rozgatezionego mozna zapisa¢ uktad réwnan R - [, = E dla pradow
oczkowych okreslajac macierz rezystancji wlasnych i wzajemnych oczek, oraz wek-
tor napie¢ zrodtowych oczek. Na podstawie wyznaczonego wektora pradow oczkowych
mozna wyznaczy¢ rozptyw pradéw gateziowych obwodu. Wyznaczanie rozptywu pra-
dow w obwodzie w oparciu o uktad réwnan dla metody oczkowej cechuje sie znacznie
nizszym stopniem uktadu réwnan (mniej niewiadomych do wyznaczenia) oraz syme-
trycznodcia macierzy rezystancji (impedancji). Dzieki temu mozna zastosowaé¢ do obli-
czen takze metode rozktadu Cholesky’ego LL'. Ponadto ze wzgledu na mniejsza liczbe
niewiadomych obliczenia numeryczne dla danego obwodu realizowane sg mniejszym
kosztem (pamieci i iteracji).

Dla rozpatrywanego obwodu uktad réwnan przyjmuje posta¢ zapisang ponizej:

R, + Rs+ Ry —R, —Ry I; E,
“R2  Ry+Ry+Rs+R;  —Rs |-|Iu|=|BEs—Rsls— RiL, (8)
—R4 —Rs Ry + Rs + Rg Irrr Es — Es
,gdzie

L =1
Iy =—-I+I;
I3 = —1.,—1Ijf
I=1 — I (9)
Is=—1I3 — I — I.»
Is = I1

It =1, — 1o — I3

1) Metody skonczone

Metody skonczone rozwigzywania uktadéw rownan liniowych cechuja sie $Scisle
okreslong liczbg operacji realizowanych w celu wyznaczenia rozwigzanie. Ich liczbe



okresli¢ mozna na podstawie danych wejSciowych - liczby niewiadomych, dla m nie-
wiadomych m? operacii.
W metodyce sprowadzaja sie do wykonywania przeksztatcen elementarnych na
macierzowym uktadzie, za pomocg przeksztalcen elementarnych:
o przeksztalcenia wierszy:
— skalowanie wiersza: Przemndz wiersz macierzy przez pewng niezerows liczbe.

— dodawanie wierszy: Dodaj dwa wiersze, przypisujac ich wynik trzeciemu wier-
SZOWI.

— zamiana wierszy: Zamien dwa wiersze miejscami w macierzy.
o przeksztatcenia kolumn:
— skalowanie kolumny: Przemnéz kolumne macierzy przez pewng niezerowa liczbe.

— dodawanie kolumn: Dodaj dwie kolumny, przypisujac ich wynik trzeciej kolum-
nie.

— zamiana kolumn: Zamien dwie kolumny miejscami w macierzy.
o przeksztalcenia macierzy jednostkowej:
— pomnozenie macierzy przez macierz jednostkows.
Realizuje sie to w celu sprowadzenia macierzy A z uktadu réwnan do postaci:
« macierzy diagonalnej (najlepiej jedynkowej),
o trojkatnej gérnej lub dolnej,
dzieki czemu otrzymanie rozwigzania staje si¢ bardzo proste, jak pokazano ponizej.
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2) Metoda rozkladu LU

Warunkiem wstepnym aby dany uktad réwnan mozna byto rozwaza¢ metoda roz-
ktadu LU jest aby wyznacznik macierzy kwadratowej gtéwnej uktadu rownan byt rézny
od zera. Sama metoda sprowadza sie do przeksztalcenia macierzy A na iloczyn ma-
cierzy trojkatnej dolnej L i trojkatnej gornej U. Wtedy rozwigzanie uktadu réwnan
sprowadza sie do dwuetapowego wyznaczenia niewiadomych zgodnie z ponizszym wzo-



rem.

etap pierwszy = L-y=0b = wyznaczeniey

A-xz=0 (12)

etap drugi = U-x=y = wyznaczenie x

Stosowanych jest kilka metod w celu roztozenia macierzy A na iloczyn LU, jako
podstawowa mozna uznac rozktad Doolittle’a ktory zaktada ustawienie w wyniku roz-
ktadu na przekatnej diagonalnej macierzy L jedynek. Realizowany jest on zgodnie z
ponizszym algorytmem:

fork=1:n
k-1
ke - Ul = Qg — Y lis - Usk;
s=1
forj=k:n (13)
. yk=1y ,
Ak E:Szl ks = Usj
Ukj =
lik
k—1
ajk'_'zjyzlljs'/usk
Lir, =
Uk

Poprawne przeprowadzenie rozktadu wymaga przyjecia wartosci poczatkowych dla
macierzy L i U, jako macierzy diagonalnych jednostkowych o takim samym rozmiarze
jak macierz A. Realizuje si¢ to w Scilab’ie zazwyczaj za pomoca funkcji eye (m,m). Po
przeprowadzeniu rozktadu wyznacza sie rozwigzanie uktadu rownan zgodnie z algoryt-
mem (21) dla dwéch wyznaczonych uktadow réwnan (7) i (12). Algorytm realizujacy
rozktad LU i wyznaczajacy rozwiazanie réwnania macierzowego wygodnie jest zdefi-
niowa¢ jako zewnetrzne funkcje i zapisa¢ w pliku *.sci, zapewniajac mozliwos¢ uzycia
opracowanych funkcji w innych skryptach obliczeniowych.

Dla zdefiniowanego na Rys.1 schematu i danych zestawionych ponizej wyznaczono
wartoéci gateziowych dla obu zapisanych uktadéw réwnan (7) i (8).

Dane dla zadania przyktadowego.

R, =50Q, E,=100V, I,=5A

Wyniki symulacji:
o dla uktadu réwnan z praw Kirchhoffa

Wyniki z metody LU: Weryfikacja funkcjg linsolve(A,-Db):
I LU[1]=-0.417 Ilinsolve[1]=-0.417

I_LU[2]=-1.917 Ilinsolve[2]=-1.917

I_LU[3]=-2.667 Ilinsolve[3]=-2.667

I_LU[4]=0.5 Ilinsolve[4]=0.5

I_LU[5]=-1.417 Ilinsolve[5]=-1.417

I_LU[6]=-0.917 Ilinsolve[6]=-0.917

I_LU[7]=2.667 Ilinsolve[7]=2.667



e dla réwnan z metody oczkowej

Wyniki z metody LU: Weryfikacja funkcjg linsolve(A,-Db):
I _LU[1]=-0.417 Ilinsolve[1]=-0.417
I_LU[2]=-2.333 Ilinsolve[2]=-2.333
I_LU[3]=-0.917 Ilinsolve[3]=-0.917
I1=11=-0.417

I2=-I4+15=-0.5-1.416 = -1.916
I3=-I22-11I=-5+2.333=-2.667
I4=1I1-16=-0.417 + 0.917 = 0.5
I5=-I13-16-122=2.667+0.917 -5 =-1.416
I 6=1I1III =-0.917
I7=1I12z1-122-13=5-54+2.667 =2.667

Jak mozna zauwazy¢ uzyskano wyniki zgodne.

3) Metoda rozkladu Cholesky’ego - LL’

Rozktad Cholesky’ego jest odmiang rozktadu LU o prostszym pod wzgledem al-
gorytmu do realizacji rozktadzie. Macierz A jest przeksztatcana na iloczyn macierzy L
i L'. Oznacza to ze w wyniku przeksztalcen wyznacza sie tylko jedng macierz L, ktorg
do algorytmu wyznaczajacego rozwigzanie (20) trzeba transponowaé w celu okreélenia
macierzy tréjkatnej gornej U = L.

Warunki wykonalnosci przeksztatcenia sg tozsame z rozktadem LU, ale musi by¢
spetniony dodatkowy warunek aby rozktad byt mozliwy. Macierz A musi by¢ macierzg
rzeczywista, dodatnio okreslona:

o Symetria: Macierz dodatnio okreslona jest zawsze macierza symetryczna, co ozna-
cza, ze jest rowna swojej transpozycji.

o Wartosci wtasne dodatnie: Kazda wartos¢ wlasna macierzy dodatnio okreslonej
jest dodatnia.

o Wyznacznik dodatni: Wyznacznik macierzy dodatnio okreslonej jest dodatni. Wy-
znacznik jest liczba skalarna, ktéra charakteryzuje macierz i jest zwiazany z jej
sktadem.

o Macierz kwadratowa

e Dodatnie iloczyny skalarny
Rozktad Cholesky’ego realizowany moze byé¢ zgodnie z algorytmem zapisanym

ponizej. Podobnie jak przy omowionym wczesniej rozktadzie LU wymaga zatozenia
wstepnej postaci macierzy L. Zazwyczaj jest ona ostawiana jako macierz diagonalna



jedynkowa, w srodowisku Scilab’a za pomoca funkcji eye(n,n).

fork=1:n

Al
bk = @k — D lis

s=1
forio=k+1:n
Qi — S lis - ks

Lk

(14)

Lik

Warunki wykonalnosci rozktadu LL' powoduja ze jej zastosowanie jest ograniczone
tylko do réwnan rzeczywistych, a wiec nie jest mozliwe rozwigzanie uktadu rownan
liniowych opisujacych rozgateziony obwod elektryczny pradu przemiennego poniewaz
obliczenia dla niego muszg by¢ realizowane w przestrzeni zespolonej.

Sprawdzenie funkcjonalnosci metody Cholesky’ego przeprowadzono dla obwodu
testowego z Rys.1. Ze wzgledu na warunek symetrii macierzy gtéwnej rownania RI = E
symulacja zostata przeprowadzona dla uktadu réwnan dla metody oczkowej (12). Dla
danych liczbowych podanych w poprzednim przykltadzie na podstawie algorytmu (22)
uzyskano wyniki w postaci pradéw oczkowych. Na ich podstawie wyznaczono prady
gateziowe. Wyniki symulacji zestawiono ponize;j.

Wyniki z metody LL’:  Weryfikacja funkcja linsolve(A,-b):
Ichol[1]=-0.417 Ilinsolve[1]=-0.417
Ichol[2]=-2.333 Ilinsolve[2]=-2.333
Ichol[3]=-0.917 Ilinsolve[3]=-0.917

Jak mozna zauwazy¢ wyniki uzyskane z rozktadu Cholesky’ego (L L) sg identyczne
7 wezesniej otrzymanymi z rozktadu LU.

4) Metody eliminacji

Metody eliminacyjne przetwarzaja rownanie macierzowe z postaci Ax = b zaste-
pujac macierz A macierza trojkatna dolng, gérng, diagonalng lub jednostkows.
e Ar =b — Lx = c - macierz tréjkatna dolna
e Arx =0 — Uz = d - macierz tréjkatna gorna
e At =b — Dzx = e - macierz diagonalna
e Ar =b — Ix = f - macierz diagonalna jedynkowa
Warunkiem koniecznym wykonalno$ci metod eliminacyjnych jest aby pierwszy ele-
ment macierzy gtéwnej byt (indeksy 1,1) byt rézny od zera. W przypadku niespetnienia
tego warunku konieczne jest zmiana jego wartosci za pomoca jednego z przeksztatcen
elementarnych.
W wiekszo$ci opierajg sie na przeksztatceniach elementarnych i algorytm imple-
mentujace dla metod numerycznych moze by¢ bardzo ztozony, wymagana jest analiza
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wierszy, kolumn a nawet pojedynczych komoérek. Modyfikowana jest macierz gtéwna A
i wektor b, ale moze takze doj$¢ do modyfikacji wektora niewiadomych (przestawienie
wierszy).

4.1 Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa zaktada przeksztalcenie macierzy A z uktadu réwnan
liniowych Ax = b do postaci macierzy tréjkatnej gornej. W efekcie uklad réwnan
Ax = b przyjmuje posta¢ Ux = c. Procedura realizowana jest za pomoca przeksztat-
cen elementarnych, przy czym najtatwiejszy algorytm jest gdy dazy sie do uzyskania
jedynek na przekatnej diagonalnej macierzy U. Procedura moze byé¢ przeprowadzona
zgodnie z ponizszym algorytmem.

fori=1:n
dzielnik = A(i,1)
forjg=1:n

L AGLY)
Al ) = dzielnik
N b(1)
M) = e (15)

fork=1+1:n
mnoznik = A(k,1)
fors=1:n
A(k,s) = A(k, s) — mnoznik - A(i, s)
b(k) = b(k) — mnoznik - b(7)

Dla przeksztatconego uktadu réwnan nalezy nastepnie zastosowac algorytm wsteczny
rozwigzujacy uktad réwnan Ux = b stosowany dla rozktadu LU.

4.2 Metoda eliminacji Gaussa-Jordana

W praktyce z metod eliminacyjnych do zastosowan numerycznych najczesciej ad-
aptowana jest tylko metoda Gaussa-Jordan’a, w ktérej macierz gtéwna réwnania
transformowana jest do macierzy jednostkowej (diagonalnej jedynkowej) Iz = b. W
takim wypadku po wykonaniu przeksztatcenia rozwigzanie rownania réwne jest war-
tosciom z macierzy b.

Eliminacja Gaussa-Jordan’a realizowana jest zgodnie z zapisanym ponizej al-
gorytmem. Rozwigzaniem uktadu rownan liniowych ponizszg metoda beda wartosci
zapisane w zmodyfikowanym wektorze b. Algorytm pozwala na uzyskanie poprawnych
wynikow zaréwno w przestrzeni rzeczywistej jak i zespolonej, a wiec mozliwe jest np.
wyznaczanie rozptywu pradéw w rozgatezionych obwodach elektrycznych pradu prze-
miennego.



fori=1:n
dzielnik = a(i, 1)
forj=1:n
. a(i, j)
ali,j) = dzielnik
(i) = -2
dzielnik (16)
forj=1:n
if jl=1
mnoznik = a(7j,1)
fork=1i:n
a(j, k) = a(j, k) — mnoznik - a(i, k)
b(j) = b(j) — mnoznik - b(7)
Na podstawie powyzszego algorytmu wyznaczono rozptyw pradéw w obwodzie
pokazanym na Rys.1 w oparciu o oba uklady réwnan (7) i (12). W wyniku dziata-

nia algorytmu macierz gtéwna rownania jest transformowana w macierz jedynkowa, a
wektor "wyrazow wolnych” (napieciowy) bedzie przechowywal rozwiazanie réwnania.

Wyniki z metody GAUSS’a: Wyniki z metody GAUSSa:
"Rownania Kirchhoffa "Rownania z metody oczkowej"
Igauss[1]=-0.417 Igauss[1]=-0.417
Igauss[2]=-1.917 Igauss[2]=-2.333
Igauss[3]=-2.667 Igauss[3]=-0.917

Igauss[4]=0.5
Igauss[5]=-1.417
Igauss[6]=-0.917
Igauss[7]=2.667

Jak mozna zauwazy¢ wyniki sg zgodne z uzyskanymi w wczesniej oméwionych
metodach, dla obu uktadéw réwnan liniowych.

Zadania

Na podstawie informacji zawartych w niniejszej instrukcji wyznaczyé¢ rozptyw
pradu w rozgatezionym obwodzie elektrycznym pradu stalego w uktadzie drabinko-
wym. Wartosci pradéw wyznaczy¢ rozwigzujac uktad réwnan liniowych opisujacy za-
projektowany uktad metodami:

1. rozktadu LU,
2. rozktadu LL'

3. eliminacji Gaussa (jedna wybrana)
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Przeprowadzi¢ symulacje obliczeniowe dla petnego uktadu réwnan (I i II prawo
Kirchhoffa) i uproszczonej formy (réwnania oczkowe).
Poprawnos¢ otrzymanych wynikéw zweryfikowac za pomoca funkcji linsolve().
Obliczenia wykona¢ dla obwodu spelniajacego ponizsze kryteria:
o Zastosowa¢ uktad z ¢wiczenia nr. 3
o Przeprowadzi¢ analize dla obwodu pradu statego (wszystkie elementy pasywne to
rezystory) i dla pradu przemiennego.
Opracowany skrypt:
« wykonuje obliczenia zaleconymi metodami i funkcja weryfikujaca
« wyswietla informacje o danych wejsciowych zadania
o wysSwietla rozwigzywane uktady rownan w postaci macierzowej
o wysSwietla wyniki w postaci listy indeksowanej pradéw gateziowych
Poszczegdlne zadania obliczeniowe (metody obliczeniowe) i wybrane czynnosci
prezentacji danych realizuja funkcje. Zdefiniowane funkcje zapisa¢ w zewnetrznym
pliku *.sci i zatadowa¢ w gtéwnym skrypcie programu.
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