Laboratorium Metod Numerycznych
Uktady réwnan liniowych - metody iteracyjne
Laboratorium 5

Omoéwione i prze¢wiczone w poprzednim ¢wiczeniu metody skonczone do roz-
wigzywania uktadow réwnan liniowych zapewniaja uzyskanie poprawnych wynikow.
Jednakze ich zastosowanie dla duzych ukladéw réwnan (rzedu tysiecy lub wiekszej
liczby niewiadomych) moze by¢ nieefektywne i znacznym stopniu zasobozerne (w sen-
sie sprzetowym) oraz czasochtonne pod wzgledem liczby wykonywanych operacji.

Alternatywg moze by¢ zastosowanie metod iteracyjnych. Metody te pozwalaja na
uzyskanie rozwigzania zadanego uktadu réwnan z okreslona doktadnoscig €. Nalezy
jednak pamiegta¢ ze w odréznieniu od metod skonczonych, metody iteracyjne nie dla
kazdego uktadu réwnan beda zbiezne do rozwigzania.

Celem ¢wiczenia jest opracowanie skryptéw obliczeniowych na podstawie omo-
wionych algorytméw wybranych metod numerycznych i wyznaczenie na ich podstawie
wartosci pradow gateziowych w uktadzie analizowanym w poprzednim ¢wiczeniu.

W ramach éwiczenia analizowane bedzie zastosowanie metod:
metoda Richardsona,

metoda Jacobiego,
metoda Gaussa-Seidela,
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metoda Nadrelaksacji

Metody iteracyjne wyznaczajg rozwigzanie uktadu réwnan liniowych poprzez ciag
kolejnych przyblizen wyznaczanych na podstawie wczesniej wyznaczonych przyblizen.
Wszystkie metody iteracyjne wymagaja wiec podania wartosci pierwszego przyblize-
nia rozwigzania. Zazwyczaj przyjmuje sie¢ warunki poczatkowe zerowe. Ogdlng postac
algorytmu obliczeniowego mozna zapisac:

e =T -Q 'A)z"1+Q71, dla k>1 (1)

Poszczegdlne metody charakteryzuja sie inng metodyks okreslania macierzy ().
Poszczegolne metody omoéwione zostang na przyktadzie uktadu réwnan opisujacych
przyktadowy obwdd elektryczny analizowany w poprzednim ¢wiczeniu, jak pokazano
na Rys.1.
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Rys. 1: Schemat obwodu rozgatezionego pradu statego

Dane dla zadania przyktadowego.

R, =50Q, E, =100V, I,=5A

Dla analizowanego uktadu mozna wyprowadzi¢ uktad réwnan liniowych A -1 = b.
W ramach przyktadowych obliczen okreslono macierz A i wektor b z metody réwnan
Kirchhoffa i metody oczkowej, jak pokazano ponizej:

e metoda rownan Kirchhoffa
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Projektujac algorytm obliczeniowy dla metod iteracyjnych dobrze jest zaimple-
mentowa¢ w nim modut detekcji rozbieznosci modelu. Powinien on uwzgledniaé¢ rézne
drogi dochodzenia do zbieznosci (oscylacyjny, wyktadniczy), a detekcje opieraé¢ na se-
rii obliczen a nie pojedynczej iteracji. Implementacja takiego algorytmu zabezpiecza,
funkcje obliczeniowg przed wykonywanie niepotrzebnych obliczen gdy model jest roz-
biezny.

Liczba iteracji modelu obliczeniowego moze by¢ z géry okreslona, co jest rozwia-
zaniem nieefektywnym i moze sie wigza¢ z niewystarczajaca lub nadmiarowsa liczbg
iteracji. Zdecydowanie korzystniejsze jest oparcie modelu obliczeniowego na petli wa-
runkowej testujacej warunek jeden z dwoch warunkow zbieznosci do e.

e ||[A-x — 0| < e - sprawdzenie czy norma wektora wyrazenia |Ax-b| jest mniejsza
od ¢

o ||z, —x,1]] < e - sprawdza czy norma réznica miedzy ostatnimi dwoma przybli-
zeniami rozwigzania jest mniejsza od €

W obliczeniach numerycznych realizowanych dla poszczegélnych metod zaimple-
mentowano oba mechanizmy kontroli zbieznoéci z doktadnoécig ¢ = 1071,

1) Metoda Richardsona

Metoda Richardsona przyjmuje macierz jednostkowa [ za macierz (), algorytm
ogélny (1) jest wiec sprowadzany do postaci:

¥ = (I — Az +b (5)

Model numeryczny w srodowisku obliczeniowym Scilab’a moze by¢ oparty bezpo-
srednio na zapisanym powyzej modelu obliczeniowym lub zapisanym ponizej algoryt-
mie iteracyjnym. Ze wzgledu na odwotywanie sie bezposrednio do komérek macierzy i
wektorow moze by¢ zaimplementowany w kazdym jezyku programowania. jezeli dane
srodowisko programistyczne pozwala na wykonywanie dziatan na macierzach, mozna



zastosowaé oba modele obliczeniowe.
fori=1:n
r(i) = b(i) — X ali, j) - k(i)

vt (3) = 20(3) + (i)

gdzie n jest liczba rownan

(6)

Warunkiem podstawowym zbieznosci metody jest aby norma I — A byta mniejsza
od 1. Dla analizowanego obwodu i obu uktadéw réwnan norma przyjmowata wartosci
wieksze od jedynki. Dla uktadu petnego (réwnania Kirchhoffa) norm(I-A)=108.3, a
dla uktadu uproszczonego (oczkowego) norm(I-A)=235. Metoda w obu przypadkach
nie powinna by¢ zbiezna, co potwierdzily symulacje pokazane na Rys. 61 7.
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Rys. 2: Wykres zbieznosci modelu Rys. 3: Wykres zbieznosci modelu
oczkowego Kirchhoffa

Obliczenia dla obu zestawu danych wejsciowych okazaly sie rozbiezne. Symulacje
przerwano w obu przypadkach po 11 iteracjach.

2) Metoda Jacoby’ego

Punktem wyjscia dla okreslenia algorytmu dla metody Jacoby’ego jest zastapienie
macierzy A uktadem réwnowaznym pokazanym ponizej.

A=L+D+U (7)

Okreslenie elementéw macierzy L, D i U polega na rozdzieleniu elementéw ma-
cierzy A wzgledem przekatnej diagonalnej, ktérej elementy nalezy zapisa¢ w macierzy
D, wystepujace ponizej w macierzy L, a powyzej w macierzy U.

(L+D+U)-z=b (8)
4



W efekcie rownanie (7) mozna w sposob analogiczny do metody ogdlnej (2) spro-
wadzi¢ do ponizszej postaci.

Di=—(L+U) z+b 9)

Po przeniesieniu macierzy diagonalnej DD na prawg strone uzyskuje sie rownanie
macierzowe zwracajace kolejne przyblizenie réwnania macierzowego Ax = b.

t=-D'. (L+U)-2+D' b — Z=B-x+4c (10)

Analogicznie jak w przypadku metody Richardson’a mozna model (10) zaimple-
mentowaé¢ bezposrednio w skrypcie obliczeniowym Secilab’a lub zastosowaé¢ uniwer-
salny algorytm iteracyjny, zapisany ponizej. Warto zwréci¢ uwage ze zastosowanie
algorytmu iteracyjnego nie wymaga rozktadu macierzy gtoéwnej na macierze L, D i U,
gdyz rozktad ten jest zaimplementowany bezposrednio w algorytmie.

fori=1:n

suma(i) = | Zn: | a(i,j) -z (j)
i) (11)

gdzie n jest liczba réwnan

Rozwigzanie danego rownania A -z = b metoda Jacoby’ego jest zbiezne jezeli ma-
cierz A jest nieredukowalna i diagonalnie dominujaca. Macierz A jest nieredukowalna,
jezeli poprzez przestawienie wierszy i kolumn nie mozna jej sprowadzi¢ do postaci
blokowej gornej trojkatnej. Macierz kwadratowa A okresla sie jako diagonalnie domi-
nujacy, jesli dla ¢ = 1, 2, ..., n zachodzi niero6wnosc¢:

> > lagy) (12)

Za pomocyg algorytmu macierzowego i iteracyjnego przeprowadzono symulacje dla
obu przyktadowych uktadéw réwnan. Wyniki zbiezne otrzymano dla oczkowego uktadu
rownan i zestawiono ponizej, w postaci wartosci wyliczonych pradow i wykresu zbiez-
nosci Rys. 4. Wyniki dla obydwu algorytméw obliczeniowych uzyskano identyczne.



Wyniki uzyskano po 58 krokach. 25 ]
Imetody[1]=-0.417
Imetody[2]=-2.333
Imetody[3]=-0.917 "

Rys. 4: Wykres zbieznosci modelu
oczkowego

3) Metoda Gaussa-Seidela

Metoda Gaussa-Seidela jest modyfikacja metody Jacoby’ego, w ktorej z wyjscio-
wego réwnania (L + D+ U) - x = b wylacza sie L + D.

(L+D)-3=-U-z+b (13)

Przeksztatcajac powyzsze rownanie do postaci opisujacej kolejne przyblizenie roz-
wigzania uktadu rownania uzyskuje si¢ posta¢ zapisang ponizej.

i=—(L+D)'U-2+(L+D)"-b (14)

Powyzsze réwnanie macierzowe (13) mozna zapisa¢ w postaci algorytmu iteracyj-
nego mozliwego do zaimplementowaniu w dowolnym jezyku programowania.

fori=1:n

sumar =Y. a(i,j) * xp11())
J=1,(j<i)
sumar; = Y. a(i, j) * 2x(j) (15)

j
b(i) — sumay — sumayy
a(i, 1)

gdzie n jest liczba réwnan

Za pomoca algorytmu macierzowego i iteracyjnego przeprowadzono symulacje dla
obu przyktadowych uktadéw rownan. Wyniki zbiezne otrzymano dla oczkowego uktadu
rownan i zestawiono ponizej, w postaci wartosci wyliczonych pradéw i wykresu zbiez-
nosci Rys. 5. Wyniki dla obydwu algorytmoéw obliczeniowych uzyskano identyczne. W
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odréznieniu od wezesniej opisanych metod algorytm Gaussa-Seidela jest prawie dwu-
krotnie szybszy, zwracajac wyniki dla zadanej doktadnosci po 31 krokach.

Wyniki uzyskano po 31 krokach. 25 ]
Imetody[1]=-0.417
Imetody[2]=-2.333
Imetody[3]=-0.917 "
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Rys. 5: Wykres zbieznosci modelu
oczkowego

4) Metoda Nadrelaksacji

Jest z kolei modyfikacja metody Gaussa-Seidela, ktorej celem jest przyspieszenie
obliczen poprzez wprowadzenie wspoétczynnika w do przemnozenia poprawki oblicze-
niowej. Wspdtezynnik w dobiera sie w dopuszczalnym zakresie (0,2), ale zazwyczaj
najlepsze efekty uzyskuje sie dla w w okolicach wartosci 1.

Punktem wyjsciowym wyprowadzenia rownania macierzowego dla metody jest
rOwnanie macierzowe z roztozeniem macierzy gtéwnej A na sume macierzy L, D i U
obustronnie przemnozone przez wspotczynnik w, jak pokazano ponizej.

w- (L+D+U)-x2=w-b (16)

Po przeksztatceniach algorytm macierzowy przyjmuje ostateczng forme pokazano
ponizej.
t=D+wl)-(1-w)-D—wlU)-v+w-(D+wL)™"-b (17)
Analogicznie jak przy wczesniej opisanych metodach, dla metody nadrelaksacji
takze mozna zapisa¢ algorytm iteracyjny realizujacy rachunek macierzowy realizowany



przez model macierzowy metody (18).

fori=1:n

sumar = Y a(i,j) * $k+1(j)
]:17(]<Z)
sumarr = Y. a(i,g) *xp()) (18)

=1,(j>1)
1 —w)-a(i,i) - zx(i) + w- (b(i) — suma; — sumayy)

a(i, )

S

Tp+1(0) =
gdzie n jest liczba réownan

Poszukiwanie rozwigzania uktadu réwnan metoda nadrelaksacji dla zadanej do-
ktadnosci € nalezny przeprowadzié¢ dla zakresu wartosci w z zakresu (0,2). W zaleznosci
od zadanego uktadu réwnan powyzej pewnej granicznej wartosci w (<2) model nume-
ryczny traci zbieznosé.

Dla przyktadowych uktadéw rownan przeprowadzono symulacje z wykorzystaniem
algorytmu nadrelaksacji z skokiem wartosci wspotczynnika w co 0.01 do 2 uzyskujac
najszybsza zbieznos¢ dla parametréw wejsciowych z rownan Kirchhoffa i w=0.67 zwra-
cajac wynik o zadanej doktadnosci po 74 krokach. Model obliczeniowy utracit zbiez-
no$¢ dla /omega=0.71. Znacznie lepsze efekty uzyskano dla uktadu réwnan z metody
pradow oczkowych. Wykonano symulacje obliczeniowa dla w w zakresie od 0.1 do 2
uzyskujac najszybsza zbieznos¢ po 19 krokach dla w=1.12. Model w tym przypadku
tracit zbieznos¢ dla w=1.86. Powyzsze wyniki w sposob identyczny uzyskano dla algo-
rytmu macierzowego i iteracyjnego, jak pokazano na Rys. i Rys. .
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Rys. 6: Wykres zbieznosci modelu Kirch- Rys. 7: Wykres zbieznosci modelu oczko-
hoffa wego



5)

Z.adanie

Na podstawie informacji zawartych w niniejszej instrukcji wyznaczyé¢ rozptyw

pradu w rozgalezionym obwodzie elektrycznym pradu statego analizowanym w po-
przednich ¢wiczeniach. Wartosci pradéw wyznaczyé rozwigzujac uktad rownan linio-
wych opisujacy zaprojektowany uktad metodami:

1.

metoda Richardson’a,

2. metoda Jacoby’ego,
3.
4. metoda Nadrelaksacji.

metoda Gaussa-Seidela,

Otrzymane wyniki odnies¢ do wartosci uzyskanych w poprzednim ¢wiczeniu.
Opracowany skrypt:

wykonuje obliczenia zaleconymi metodami,
wyswietla informacje o danych wejsciowych zadania,
wyswietla rozwigzywane uktady rownan w postaci macierzowej,
wyswietla wyniki w postaci listy indeksowanej pradow gateziowych,
wykresli¢ wykres zbieznosci rozwigzan,
opracowaé i zaimplementowa¢ w modelach obliczeniowych algorytmy:
— wykrywania spetnienia warunku doktadnosci ¢,
— wykrywania utraty zbieznosci (przerwanie obliczen).

Poszczegdlne zadania obliczeniowe (metody obliczeniowe) i wybrane czynnosci

prezentacji danych realizuja funkcje. Zdefiniowane funkcje zapisa¢ w zewnetrznym
pliku *.sci i zatadowaé¢ w gtéwnym skrypcie programu.

W przypadku metody Nadrelaksacji przeanalizowa¢ zakres wartosci w od 0.01

do 2 w poszukiwaniu optymalnej i granicznej wartosci w. W sprawozdaniu umiescic¢
wykres zbieznosci dla wybranego pradu dla zakresu wartosci w spetniajacych kryterium
zbieznosci.



