Laboratorium Metod Numerycznych
Numeryczna przetwarzanie danych
Laboratorium 8

Dane otrzymywane z pomiaréw i symulacji numerycznych czesto moga wyma-
gac przetworzenia przed ich analizg - wykorzystaniem. Do podstawowych i najczesciej
stosowanych metod przetwarzania danych mozna zaliczy¢ rézniczkowanie i catkowania,
oraz ich interpolacje i aproksymacje. W niniejszym ¢wiczeniu oméwione i prze¢wiczone
zostang wymienione operacje na danych.

1) Rézniczkowanie

Roézniczkowanie numeryczne to technika przyblizonego obliczania pochodnych
funkcji matematycznych za pomocg metod numerycznych. Jest to szczegodlnie przy-
datne w przypadkach, gdy funkcje sa trudne do rézniczkowania analitycznego lub gdy
dane sa dostepne tylko w postaci dyskretnej. Znanych i stosowanych jest kilka metod
rozniczkowania numerycznego.

e Réznice skonczone, dzielg sie na dwie gltéwne kategorie:

— Réznice w przod obliczaja przyblizona pochodng na podstawie wartosci funkeji
w punktach x i z + Az, gdzie Az jest niewielkg wartoscig kroku.

— Roéznice wsteczne korzystaja z wartosci funkcji w punktach = i x — Ax do
obliczenia przyblizonej pochodne;j.

e Roznice centralne, sa bardziej doktadne niz réznice skonczone. Obliczaja przybli-
zong pochodng, korzystajac z wartosci funkcji w punktach x + Az i x — Ax.

e Metoda réznic skonczonych, taczy réznice skonczone z uzyciem wielu punktow,
aby uzyska¢ doktadniejsze przyblizenie pochodnej.

e Metoda réznic skonczonych centralnych, rozwiniecie metody réznic skonczonych,
uzywajace wielu punktéw i obliczajace przyblizona pochodng za pomocg Srednich
roznic.

o Metoda réznic dzielonych, opiera si¢ na interpolacji wielomianowej, a nastepnie
oblicza pochodng tego wielomianu.

W praktyce dobér odpowiedniej metody zalezy od konkretnej sytuacji i charak-
terystyki funkcji. Wazne jest réwniez odpowiednie dobranie wartosci kroku Ax, aby
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uzyskac¢ réwnowage miedzy doktadnoscia a stabilnoscig numeryczng.
Numeryczne rézniczkowanie znajduje szerokie zastosowanie w nauce i technice,
miedzy innymi w:

« analiza danych eksperymentalnych — w przypadku eksperymentéw, w ktorych
dane sg zbierane w formie punktéw dyskretnych, rézniczkowanie numeryczne po-
zwala na obliczanie pochodnych, co moze by¢ istotne w analizie wynikow ekspery-
mentalnych.

o symulacje numeryczne — w modelowaniu matematycznym i symulacjach nume-
rycznych czesto uzywa sie rézniczkowania numerycznego do obliczania pochodnych
i gradientéw. Jest to istotne w dziedzinach takich jak dynamika ptynéw, fizyka
komputerowa, analiza wytrzymatosci materiatéw, etc.

« optymalizacja — metody optymalizacji czesto wykorzystuja pochodne w celu
znajdowania minimum lub maksimum funkcji celu. Rézniczkowanie numeryczne
moze by¢ uzywane do obliczania tych pochodnych.

e rozwigzywanie réwnan rozniczkowych — w numerycznym rozwigzywaniu row-
nan rézniczkowych czesto pojawia sie koniecznos¢ obliczania pochodnych. Metody
rozniczkowania numerycznego moga by¢ uzywane do tego celu.

Roézniczkowanie numeryczne realizowane jest na podstawie tablic danych. Jest to
w zasadzie proces odwrotny do stosowanego przy rozwigzywaniu réwnan rézniczko-
wych. W efekcie koncowy uzyskuje sie nie réwnanie funkcji a tablice danych, charak-
terystyke na wykresie.

W érodowisku Scilab jest dostepna funkcja realizujaca zadanie wyznaczania przy-
rostow - diff (). Pozwala na wyznaczenia przyrostéw okreslonego rzedu dla wektora,
lub macierzy danych Przyjmuje trzy atrybuty wejsciowe, przy czym tylko pierwszy jest
obowiagzkowy, sktadnie zapisano ponizej.

y=diff(f,n,"typ");

gdzie:
o v — wektor lub macierzy wyjsciowa danych zrézniczkowanych

o f — wektor lub macierz wejsciowa, moze to by¢ takze funkcja zwracajaca wektor
lub macierz danych

e n — rzad rézniczkowania, jezeli atrybut nie zostanie podany funkcja zwraca
pochodng pierwszego rzedu

o "typ” — atrybut tekstowy okreslajacy sposob rozniczkowania danych przekaza-
nych w postaci macierzy, moze przyjmowac trzy wartosci: "r” - rézniczkowanie
wierszowe, "¢” - rézniczkowanie kolumnowe, ” x 7 - rdézniczkowania standardowe
Wyznaczenie pochodneg wymaga obliczenia przyrostu funkcji w stosunku do przy-

rostu zmiennej f'(x) = %ﬁ. W $rodowisku Scilab pochodna jest wiec stosunkiem
dwéch wektoréw przyrostowych, funkcji (danych) i zmiennej (zazwyczaj czasu), jak

pokazano ponizej.

y=diff (wektor) ./diff (t);



gdzie: wektor jest funkcjg zmiennej t lub wektorem danych, a t jest wektorem zmiennej
podcatkowej (np. kolejne kroki czasowe). Nalezy zwr6ci¢ uwage na uzycie znaku 7.”
przed znakiem dzielenia w celu wykonania dzielenia algebraicznego.

Skrypt zapisany ponizej prezentuje przyktad realizacji rozniczkowania przyktado-
wej tablicy danych za pomoca funkcji diff () i opracowanych funkcji réozniczkujacych.
Tablica danych zostala utworzona na podstawie zapisanej ponizej funkcji.

2% sin’(z)

1) = o o (a)

(1)
clear;clc;clf;
function y=forward(t,f)
n=size(t) (2);
for i=1:n-1
y(1)=(f @+ -£(1))/(t(i+1)-t(1));
end
endfunction
function y=backwards(t,f)
n=size(t) (2);
for i=2:n
yGE-D)=fF@)-fGE-1)) /@) -t({i-1));
end
endfunction
function y=central(t,f)
n=size(t) (2);
for i=2:n-1
a=f (i+1)-f(i-1)
b=2*(t (i+1)-t(i));
y(i-1)=a/b;
end
endfunction
dt=0.02;
n=1/dt;
t=linspace(0,2%%pi,n);
t2=1inspace(0,2x%pi-dt,n-1);
t3=1linspace(0,2*Ypi-2*dt,n-2);
f=2%sin(t) .”2./(2+cos(t)."2);
f2=diff (f)./diff (t);
f3=forward(t,f);
f4=backwards(t,f);
f5=central(t,f);
plot2d(t2, [f2’> £3 f4],[-1 5 6]);
plot2d(t3,f5,3);
legends(["diff()" "po...A" "po...B" "po...C"],[-1 5 6 3], opt="ur");

3



W powyzszym przyktadzie zdefiniowano trzy funkcje realizujace rézniczkowanie:
w przod, w tyt i centralne. Przebiegi zr6zniczkowanej funkcji pokazano na Rys.1.
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Rys. 1: Przebiegi zrézniczkowanej funkcji

2) Catkowanie numeryczne

Metody numerycznego catkowania polegaja na wyznaczeniu wartosci przyblizonej
calki oznaczonej. W srodowisku Sctlab’a obliczenia catki oznaczonej realizuje funkcja
integrate (). Sktadnia podstawowego wywotania zapisana ponizej wymaga podania
czterech atrybutow.

result = integrate(’funkcja’,’zmienna’,start,koniec);

gdzie:
o ’funkcja’ — jest kodem lud odwotaniem do funkcji podcatkowe;j

e ’zmienna’ — jest zmienng funkcji podcatkowej wzgledem ktorej realizowane jest
catkowanie

e start i koniec — definiuja przedzial catkowania



Proste metody catkowania numerycznego polegaja na przyblizeniu catki za po-
mocg odpowiedniej sumy wazonej wartosci catkowanej funkcji w kilku punktach. Aby
uzyskaé¢ dokladniejsze przyblizenie dzieli sie przedzial catkowania na niewielkie frag-
menty. Ostateczny wynik jest sumag oszacowan calek w poszczegdlnych podprzedzia-
tach. Najczesciej przedziat dzieli sie na réwne podprzedziaty, ale bardziej wyszukane
algorytmy potrafia dostosowywaé krok do szybkosci zmiennosci funkeji (analiza po-
chodnej, przyrostu funkeji). Najwiekszy wplyw na doktadnosé catkowania numerycz-
nego bedzie w przypadku kazdej z metod bedzie miata wielkos¢ kroku obliczeniowego.
Im mniejsze przedziaty tym wynik obliczen obarczony bedzie mniejszym btedem.

Duzy wplyw na procedure catkowania numerycznego ma sposob opisu catkowa-
nej funkcji. Dane moga by¢ przekazane w postaci rownania algebraicznego lub tablicy
danych. W pierwszym przypadku skok podziatu moze byé¢ dobierany dowolnie. W przy-
padku przetwarzania danych stabelaryzowanych krok obliczen jest ustalony. Sterowanie
jego krokiem jest mozliwe w przypadku za aproksymowania danych do funkcji.

Podstawowe metody catkowania numerycznego réznig si¢ sposobem aproksymacji
ksztaltu catkowanej krzywej w poszczegdlnych iteracjach obliczeniowych. Zalicza si¢
do nich aproksymacje do stalej, odcinka prostej i paraboli. Wyboér metody determinuje
wiec sposob obliczania przyblizonej wartosci pola po krzywa dla pojedynczego kroku.

2.1) Metoda prostokatéw

Przyblizenie zaleznosci pola pod krzywsg dla pojedynczego kroku do pola prosto-
kata przy aproksymacji ksztaltu krzywej do wartosci stalej pozwala na wyznaczenie
przyblizonej wartosci catki oznaczonej w zadanym przedziale. Sposréod omawianych
metod algorytm ten obarczony jest najwiekszym btedem. Poprawe doktadnosci me-
tody mozna osiggnac jedynie poprzez zmniejszenie kroku obliczeniowego.
Metoda wystepuje w trzech wariantach, w zaleznosci od sposobu przyblizania do
statej dla kroku obliczeniowego:
o lewych prostokatéw — (t — At,t), jak pokazano na Rys.2
o Srodkowych prostokatéw — <t — %, t+ %>, jak pokazano na Rys.3
 prawych prostokatéw — (t,t + At), jak pokazano na Rys.4

,edzie At jest krokiem obliczen.
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Rys. 2: Metoda prostokatéw (lewych)
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Rys. 4: Metoda prostokatéw (prawych)

Sposréd wymienionych powyzej odmian metody prostokatéw, metoda srodkowych
prostokgtow cechuje sie najlepszym przyblizeniem, co jest konsekwencjg usrednienia
wartosci funkcji w kazdym kroku obliczen. Uogélniony algorytm metody mozna zapisac¢
réwnaniem (2).

[/ f@yiz = 3 ) A @)

W zaleznosci od zastosowanego sposobu aproksymacji przedziatowej funkeji pod-
catkowej dla metody prostokatéow nalezy odpowiednio w réwnaniu (2) obraé granice
sumowania. Skutecznos¢ omowionych metod w odniesieniu do funkcji wbudowanej dla
wybranych wartosci kroku obliczeniowego zestawiono w tabeli . Symulacje przeprowa-
dzono dla funkcji opisanej réwnaniem (3) i pokazanej na Rys. 5 w przedziale (0, 15).

f(x) = 8sin (0.52) — 5sin (3z) — 3 cos <2$ + g) —0.152> + 1.5z + 6 (3)

Tab. 1: Przyktadowa tabela

Lp. Metoda At Catka Btad
1 | integrate() | brak | 101.50239 0%
/\ 2 lewych 1 |96.307788 | -5.1%
- A\/v o 3 lewych 0.1 | 101.03132 | -0.46%
\/ 4 | s$rodkowych 1 | 101.74762 | 0.25%
5 srodkowych | 0.1 | 101.50545 | 0.003%
6 prawych 1 | 105.60666 4%
Rys. 5: Przebieg funkcji podcatkowej 7 prawych 0.1 | 101.96121 | 0.46%




2.2) Metoda trapezéw

Metoda zaktada przyblizenie krzywej funkcji podcatkowej w rozpatrywanym kroku
obliczeniowym za pomoca funkcji liniowej f(x) = ax + b, jak pokazano na Rys.6.
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Rys. 6: Metoda trapezow

Metoda wykorzystuje wartosci funkcji na krancach kroku obliczeniowego. Nieza-
leznie od sposobu opisu catkowanej funkcji (tablica lub réwnanie) model obliczeniowy
realizuje te same obliczenia.. Algorytm wyznaczania wartosci catki oznaczonej metoda
trapezéw opisano réwnaniem (4).

[ Fydr="5 (Fn+ Aa) + f)) - 5 ()

Dla przyktadowej funkcji opisanej réwnaniem (3) uzyskane wartosci catki ozna-
czonej dla dwoch dtugosci kroku obliczeniowego zapisano ponizej:
o dla At =1 — 100.95723 z btedem -0.5%

o dla At =0.1 — 101.49627 z btedem -0.006%

2.3) Metoda Simpsona - paraboli

W metodzie funkcja podcaltkowa jest aproksymowana przez wielomian kazdego
kroku obliczeniowego, jak pokazano na Rys.7.

Y

Rys. 7: Metoda Simsona



Zazwyczaj funkcja aproksymowana jest do wielomianu drugiego lub trzeciego stop-
nia. Algorytmy obliczeniowe metody w zalezno$ci od stopnia wielomianu gdy funkcja
podcatkowa jest opisana rownaniem zapisano ponizej.

o wielomian drugiego stopnia

bf(x)d:v:b_ﬁxm f(n)+4f n+g + f(n+ Ax) (5)
a n=a 0 2
o wielomian trzeciego stopnia

/abf(x)dm _ :Z:”A; (f(n) +3f <n+ A;) +3f <n + 2?‘%) + f(n+ A:c)) (6)

Dla zapisanych powyzej algorytmow uzyskano zestawione ponizej wyniki catko-
wania numerycznego:
o wielomian drugiego rzedu
— At =1 — 101.48416 z bltedem -0.018%
— At = 0.1 — 101.50239 z btedem -0.000001%
o wielomian trzeciego rzedu
— At =1 — 101.49463 z bledem -0.008%
— At = 0.1 — 101.50239 x btedem -0.0000005%

Sposéb implementacji algorytméw opisanych réwnaniami (5 i 6) komplikuje sie
gdy funkcja podcatkowa opisana jest tablica danych. W takim przypadku istotna jest
liczba przedziatéw obliczeniowych. Dla wielomianu drogiego stopnia musi by¢ liczbg,
parzysta, natomiast w przypadku wielomianu trzeciego stopnia liczba podzielng przez
trzy. W obu przypadkach algorytmy musza odwotywaé sie do kolejnych trzech lub
czterech elementéw tablicy danych. Po modyfikacji mozna je zapisa¢ w postaci zesta-
wionych ponizej réwnan:

o wielomian drugiego stopnia, liczba przedzialow parzysta

/ab f(z)dr = ng ASSU (d(n) +4d(n+1)+d(n+2)) (7)

o wielomian trzeciego stopnia

/ab f(z)dz = ng %Sx (d(n)+3d(n+1)+3d(n+2)+dn+3)) (8)

gdzie d(n) jest tablica danych catkowanej funkcji. Nalezy zwrdci¢ uwage na réznice w
wartosciach wspotczynnikéw przez ktore przemnazane sg poszczegodlne czynniki sum.
Réwnanie (5) ma wspoétezynnik dwukrotnie mniejszy od réwnania (7), a réwnanie (6)
trzykrotnie mniejszy jak réwnanie (8). Wynika to z rozmiaru kroku catkowania, przy
obliczenia realizowanych przy danym réwnaniu funkcji catkowej Ax jest odlegloscig



pomiedzy kolejnymi krokami, natomiast w przypadku opisu funkcji za pomoca ta-
blicy danych pojedynczy krok obliczeniowy sktada sie odpowiednio z dwoch lub trzech
przedzialéw zdefiniowanych przez kolejne trzy lub cztery punkty z tablicy danych.
Ponizej zestawiono wyniki symulacji zrealizowanych na podstawie algorytmow
opisanych réownaniami (7) i (8) na podstawie tablic danych:
o dla wielomianu II stopnia, przy 31 punktach — 101.48416 z bledem -0.018%
o dla wielomianu III stopnia, przy 31 punktach — 101.42795 z bledem -0.07%
o dla wielomianu II stopnia, przy 151 punktach — 101.50237 z bledem -0.00002%

o dla wielomianu III stopnia, przy 151 punktach — 101.50234 z btedem -0.00004%

3) Interpolacja

Dane pomiarowe zebrane w postaci tablicy liczbowej mozna zobrazowac¢ za po-
moca wykresu. W wielu przypadkach réwnanie funkcji opisujacej taki przebieg jest
nieznane lub trudne do okreslenia. Mozliwe jest jednak interpolowanie danego prze-
biegu do zestandaryzowanej funkcji na podstawie zebranych danych (weztéw interpo-
lacyjnych) poprzez wyznaczenie numeryczne wspétezynnikéow funkeji interpolacyjne;.
Zazwyczaj ma ona posta¢ wielomianu algebraicznego lub trygonometrycznego. Cecha
charakterystyczna interpolacji jest przyjmowanie przez funkcje interpolujacg takich
samych wartosci w weztach interpolacyjnych.

3.1) Interpolacja wielomianowa

Podstawowa funkcja interpolujaca jest wielomian algebraiczny, zapisany w postaci
ogélnej jak pokazano ponizej na réwnaniu (9).

W(x)=ay+a-x+ay 2> +as-2°+... +a, 2" 9)

Wyznaczenie wspélezynnikéw réwnania (9) przeprowadza sie na podstawie ze-
branych danych w postaci listy weztow interpolujacych. Na ich podstawie i réwnania,
(9) mozna zapisa¢ uktad rownan macierzowych Xap = yi, jak pokazano ponizej za
pomocg rownania (10). W najprostszej formie algebraiczny wielomian interpolacyjny
bedzie mial tyle samo wspotczynnikow co weztéw danych wejsciowych.

o 0 1 2 P S

o To Xy ... 2 on) Yo
0 1 2

I I I Ce .%'1” aq U
0 1 2

Ty® my Tyt ... | . |az2| = |Y2 (10)
0 1 2

T, T TS ... x| |ag] LYn ]

Kazdy z weztow interpolacyjnych jest opisany przez wspolrzedne (xy,yx). Ma-
cierz X jest w takim przypadku jest macierza kwadratowa, a wyznaczenie rozwigzania,
w postaci wektora wspotczynnikow a; mozna zrealizowac¢ tak jak dla kazdego uktadu
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rownan liniowych. W srodowisku Secilab’a mozna to zrealizowaé stosujac jedng z po-
kazanych ponizej metod:

al=linsolve(X,-y);
a2=1lusolve(sparse(X),y);
a3=inv (X) *y;

Podejscie trzecie wydaje sie najbardziej optymalne. Na podstawie wyznaczonych
wspoOtezynnikow mozna zapisa¢ wielomian interpolacyjny. W przypadku duzej liczby
wezléw interpolacyjnych wyznaczony zgodnie z pokazana powyzej metoda wielomian
moze cechowaé¢ sie znacznymi odchytami od przebiegu wzorcowego, szczegdlnie na
krancach przedzialu. W takim wypadku korzystniejsze moze sie okaza¢ interpolowanie
funkcji wielomianem nizszego rzedu. W efekcie macierz X w uktadzie réwnan X -a =y
nie bedzie macierzg kwadratows i wyznaczenie wektora wspotczynnikow wielomianu
a metodami pokazanymi powyzej nie bedzie mozliwe. W takim wypadku rozwigza-
nie uktadu réwnan mozna uzyskaé¢ modyfikujac trzecig metode obliczeniows, stosujac
funkcje odwracania macierzy prostokatnej, jak pokazano na ponizszym kodzie.

a=pinv (X)*y;

Macierz X z réwnania macierzowego wspotczynnikow wielomianu interpolacyjnego
okresla sie na podstawie danych wejéciowych (tablicy weztéw interpolacyjnych) i przy-
jetej liczby wspotezynnikow wielomianu. W wigkszosci przypadkéw optymalny poziom
interpolacji uzyskuje sie dla wielomianu 5-6 rzedu. Kod algorytmu tworzacego tablice
X na podstawie tablicy weztow interpolacyjnych i przyjetego stopnia wielomianu za-
pisano ponizej.

function X=tablicaX(x,k)
n=size(x,’c’);
X=[0];
for i=1:n
for j=1:k
X(i,j) = x(1)~(G-1);
end
end
endfunction

W oparciu o zapisang powyzej funkcje mozna zaproponowac¢ algorytm wyznacza-
jacy wspotczynniki algebraicznego wielomianu interpolacyjnego i wykresli¢ przebieg
interpolowanych danych wejsciowych, jak pokazano ponizej.

function fun=wielomian(x,y,c,m,k)

//x,y - tablice danych weztdéw interpolacji

//c - kolor krzywej na wykresie interpolacji danych
//m - liczba punktéw krzywej interpolacyjne]
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//k - stopien wielomianu
X=tablica(x,k);
a=pinv(A)*(y’);
n=size(x,’c’);
t=linspace(x(1) ,x(n) ,m);
fun=[0] ;
for i=1:m

fun(i)=0;
for j=1:k
fun(i)=fun(i)+a(j)*t (1)~ (j-1);
end
end
plot2d(t,fun,c);
endfunction

Dziatanie opracowanego algorytmu interpolacyjnego przetestowano na typowych
sygnatach dla ktorych dane zestawiona w tabeli 2 i zobrazowano wykresem pokazanym
na Rys.8.

Tab. 2: Tablica weztow interpolacyjnych

X | A f2 fs fa =0
0 | 2 0 22 | -8.02 - 0

0.25 | 4 | 7.796 | 14.204 | -6.75 o Y —
050 | 6 | 12.829 | 9.171 | -5.30 . I

0.75 | 8 | 16.079 | 5.921 | -3.48

1.00 | 10 | 18177 | 3.823 | -0.29 °¢ P

1.25 [ 12 [ 19532 | 2.468 | 7.81 —

1.50 | 14 | 20.406 | 1.594 | 10.50

1.75 | 16 | 20.971 | 1.029 | 12.21 fl of2 of3 <f4

;gg ;g gig?i 8223 ﬁgé Rys. 8: Przebiegi interpolowanych danych
2.50 | 22 [ 21.723 | 0.277 | 16.00

W oparciu o zapisane powyzej funkcje przeprowadzono dla zestawionych w tabeli
2 interpolacje algebraiczng z wielomianem rzedu pigtego, wyniki pokazano na Rys.9.
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Rys. 9: Interpolacja wielomianem rzedu piagtego

Zauwazy¢ mozna na Rys.9 ze interpolacja przebiegéw podstawowych (wyktadni-
czych i liniowego) zostala zrealizowana bardzo dobrze, natomiast w przypadku prze-
biegu funkcji arcsinh() nie przedstawia zadowalajacej zgodnosci. Przy zwiekszeniu
stopnia wielomianu pojawiajg sie znaczne oscylacje na krancach wykresu. Poprawy nie
jest w stanie zapewni¢ takze wieksza liczba weztéw interpolacyjnych. Znacznie trud-
niejsza sytuacje wystepuje przy probie interpolacji wielomianem algebraicznych funkcji
okresowych. W efekcie nalezy uznaé¢ ze ta metoda interpolacji nadaje sie wytacznie do
funkcji nieokresowych, o statym znaku pierwszej i drugiej pochodnej.

Ze wzgledu na przytoczone wady interpolacji wielomianem algebraicznym, ko-
rzystniejsze moze by¢ zastosowanie interpolacji wielomianami Lagrange’a lub New-
ton’a ktore cechuja si¢ znacznie lepszym stopniem interpolacji, takze w przypadku
przebiegéw okresowych

3.1.1) Interpolacja Lagrange’a

Metoda Lagrange’a zaklada interpolowanie nieznanej funkcji opisanej weztami
interpolacyjnymi do wielomianu iteracyjnego opisanego wzorem (11).

n n A
L) =3 yi- Il —— (11)
i=0 j;()%—%
J7F1

Stopien wielomianu Lagrange’a jest zgodny z liczba weztéw interpolowanego prze-
biegu. W odréznieniu od oméwionej powyzej metody algebraicznej, algorytm La-
grang’a nie wymaga wyznaczania wspotczynnikow algorytmu, jest prostszy dzieki temu
obliczeniowo. Przyktadows implementacje wzoru (11) do funkcji w srodowisku Scilab’a
zapisano ponizej.

function Lag=lagrange(x,y,c,m)
n=size(x,’c’);
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t=linspace(x(1),x(n),m);
Lag=[0];
for i=1:m
Lag(i)=0
for j=1:n
iloczyn=1,;
for k=1:n
if (k<>j)
iloczyn=iloczyn*(t(i)-x(k))/(x(j)-x(k));
end
end
Lag(i)=Lag(i)+y(j)*iloczyn;
end
end
plot2d(t,Lag,c);
endfunction

Zapisana powyzej funkcja podobnie jak opisany wczesniej wielomian algebraiczny
n-tego stopnia dobrze interpoluje proste funkcje liniowe i wyktadnicze, jak pokazano
na Rys.10.

30

254

20+
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104

Rys. 10: Interpolacja wielomianem Lagrange’a

W przypadku funkcji ztozonych, przemiennych i okresowych takze wystepujac
odksztalcenia, ale w odréznieniu od wielomianu algebraicznego na obu krancach prze-
dziatu interpolacji. Metoda wraz ze wzrostem liczby weztow zwraca przebiegi o wiekszej
magnitudzie odksztalcen na krancach przedziatu, ale jednoczesnie wiekszej zgodnosci
interpolacyjnej w srodkowej czesci przedziatu, jak pokazano na Rys.11.
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Rys. 11: Interpolacja wielomianem Lagrange’a

3.1.2) Interpolacja Newton’a

Metoda interpolacji Newton’a opiera si¢ na wykorzystaniu wyrazen ilorazowych
wyznaczanych na podstawie weztéw opisujacych interpolowana funkcje. Procedura
sktada sie wiec z dwbch etapow:

e wyznaczenie tablicy wyrazen réznicowych, zgodnie z ponizszym algorytmem

function R=roznicowa(x,f)
n=size(x,’c’);
R=[0];
for i=1:n
R(i,1=£f(1);
end
for i=1:n-1
for j=2:n
if i+1>j
continue;
end
R(j,i+1) =(R(j,i)-R(j-1,1))/(x(j)-x(j-1));
end
end
endfunction

 obliczenie wartosci interpolowanej funkcji dla danego punktu przebiegu na podsta-
wie wyrazow z przekatnej diagonalnej tablicy réznicowej, zgodnie z algorytmem
zapisanym w ponizszej funkcji

function fun=newton(x,f,c,m)
n=size(x,’c’);
t=linspace(x(1) ,x(n) ,m);
R=roznicowa(x,f)
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fun=[0];
for i=1:m
suma = 0;
for j=2:n
iloczyn = 1;
for k=1:j-1
iloczyn = iloczyn * (t(i)-x(k));
end
suma = suma + R(j,j)*iloczyn;
end
fun(i)=R(1,1)+suma;
end
plot2d(t,fun,c);
endfunction

Uzyskiwana zgodno$¢ przebiegu interpolowanego metodg Newton’a jest na po-

dobnym poziomie doktadnosci jak uzyskiwana z metody Lagrange’a, jak pokazano na
Rys.12.

304

25+

Rys. 12: Interpolacja wielomianem Newton’a

W przypadku funkcji ztozonych, przemiennych i okresowych metoda Newton’a ce-
chuje sie¢ podobnym poziomem przegie¢ na krancach przedziatu interpolacji i zgodnosci
z centralnej czesci przedziatu, jak pokazano na Rys.13.
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Rys. 13: Interpolacja sygnatu sinusoidalnego, odksztatconego metodami Newton’a i
Lagrange’a

W przypadku sygnatow w ktorych wartosci zmieniaja si¢ skokowo, przy interpo-
lacji Lagrange’a wystepuja nieznacznie mniejsze amplitudy oscylacji.

3.2) Szybka transformata Fouriera FFT()

W przypadku sygnatéow sinusoidalnych i sinusoidalnych odksztatconych najlepsze
efekty interpolacji daje interpolacja trygonometryczna.Wyznaczanie wspotczynnikdéw
szeregu na podstawie tablicy weztéw interpolacyjnych najlepiej przeprowadzi¢ w opar-
ciu o odwrotng transformate Fouriera. W srodowisku Scilab’a zrealizowa¢ to mozna
za pomocy funkcji ££t(). Optymalne efekty osiaga sie jezeli analizie podlega okres
sygnalu lub jego wielokrotno$é¢, ewentualnie przy zwiekszonej czestotliwo$ci prébko-
wania.

Atrybutem wejsciowym funkcji jest tablica wartosci jakie przyjmuje interpolowana
funkcji w analizowanym przedziale. Na podstawie otrzymanych wynikow i informacji
o prébkowaniu interpolowanego sygnatu okresla si¢ wspotczynniki szeregu trygonome-
trycznego, opisanego réwnaniem (12).

Fz) = éAi csin(f; - + ) (12)

Procedura realizowana jest na podstawie ponizszego algorytmu.
1. wywotanie funkcji ££t () dla tablicy wartosci y interpolowanej funkcji

fft_y=fft(y);

2. na podstawie modutu wartosci otrzymanej z funkcji ££t () mozna okresli¢ liczbe
cztonéw szeregu trygonometrycznego, jak pokazano na Rys.14.
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Rys. 14: Wykres ekstreméw funkcji f ft()

Ze wzgledu na jego symetryczng budowe do dalszej analizy wykorzystywana jest
tylko pierwsza potowa danych z tablicy fft_y

. Wspotezynniki szeregu trygonometrycznego wyznaczane sg na podstawie ekstre-
mow z wykresu z Rys.14. Ich automatyczne wykrycie mozna zrealizowa¢ poprzez
wyszukanie indekséw wartosci z tablicy £ft_y ktérych moduty wartosci sa wieksze
od $redniej wartosci z tej tablicy

for x=1:N2

modulFFT (x)=abs(fft_y(x));
end
fi=atan(imag(fft_y),real(fft_y));
k1=find (modulFFT>mean (modulFFT)) ;

. Czestotliwos$é f; poszczegdlnych sktadowych interpolacyjnego szeregu trygonome-
trycznego oblicza sie na podstawie czestotliwosci prébkowania, liczby probek i
liczby okreséw

sample rate=1/(t(2)-t(1));
czestotliwosc=(sample_rate/(N*xokresy))*(0:N2);
f=czestotliwosc(kl);

. Amplitudy sktadowych szeregu trygonometrycznego A_i okresla si¢ na podstawie
wektora modutéw wartosci uzyskanych z funkcji ££t(), potowy liczby prébek i
liczby okreséw sygnatu

A=modulFFT (k1) /(N2xokresy) ;

17
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Rys. 15: Wartosci amplitudy dla okreslonych czestotliwosci

6. Katy fazowe ; sktadowych szeregu okresla si¢ jako argument wartosci zespolonych
uzyskanych z funkcji ££t ()

fi=atan(imag(fft_y) ,real (fft_y));
fi=angle(fft_y); //alternatywne obliczenie fi
faza=fi(k1)+)pi/2;

kat=faza*180/%pi;

100+

50+

0 T
0.1960784 0.98033922

Rys. 16: Wartosci kata fazowego dla okreslonych czestotliwosci
Na podstawie okreslonych tablic wspotczynnikéw wielomianu trygonometrycznego

mozliwe jest wykreslenie interpolacji sygnatu, jak pokazano na Rys.17. Sygnal Zré-
dtowy zostal utworzony na podstawie funkcji F(x)=20sin(0.2t)+10cos(t).
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-204

Rys. 17: Przebiegi sygnatu zrodtowego (niebieski) i jego interpolacji wielomianem try-
gonometrycznym (czerwony)
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Za pomoca wielomianu trygonometrycznego i funkcji ££t () mozna interpolowac
nie tylko funkcje sinusoidalne, jednakze jego efektywnos¢ jest znacznie nizsza, jak po-
kazano na Rys.18 i Rys.19. Poprawe efektywnosci uzyskuje sie po zwiekszeniu czestotli-
wosci probkowania, lub zwickszeniu liczby elementow wielomianu trygonometrycznego.
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Rys. 18: Interpolacja wielomianem trygonometrycznym sygnatu prostokatnego
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Rys. 19: Interpolacja wielomianem trygonometrycznym sygnatu pito ksztattnego

Zauwazy¢ mozna oscylacje przy skokowych zmianach wartosci interpolowanej funk-
cji oraz na krancach przedziatu interpolacji. W przypadku funkcji nieokresowych me-
toda nie zapewnia zadowalajacych wynikow.

3.3) Interpolacja funkcjami sklejanymi

Ze wzgledu na pojawiajace sie problemy z oscylacjami na krancach przedziatu
przy interpolacji wielomianowej optymalnym rozwigzaniem wydaje sie interpolowanie
prostymi funkcjami przedziatami i nastepnie sklejenie interpolacji czastkowych w caty
przebieg. Interpolacje funkcjami sklejanymi opiera si¢ na:

o funkcji liniowej
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Jest to najprostsza metoda interpolacji splajanem (z ang. spline), w ktorej prze-
dziat pomiedzy dwoma weztami interpolacyjnymi przybliza si¢ przebiegiem liniowym
f(t) = A-t+ B. Proces interpolacji liniowej sprowadza sie wiec do wyznaczeniu
wspotezynnikow A i B réwnan prostych dla poszczegdlnych przedziatow interpolacji.
Algorytm wyznaczania wspétczynnikéw opiera sie na dwdch granicznych weztach inter-
polacyjnych [t(k), F'(k)] i [t(k+ 1), F'(k 4+ 1)] analizowanego przedzialy, jak pokazano
ponizej na réwnaniu (13).

(13)

Liczba przedziatéw jest o jeden mniejsza od liczby weztow. Dla kazdego z nich
okreslonego przez wezty n i n+1 wyznaczane jest réwnanie prostej przechodzacej przez
te punkty. W oparciu o wyznaczone tablice wspotczynnikow réwnan liniowych mozna
interpolowa¢ przedziatami analizowane dane. Metoda daje dobre wyniki, gdy do dys-
pozycji jest duza liczba weztéw, jak pokazano na Rys.20.

Rys. 20: Interpolacja funkcjami sklejanymi I stopnia dla 11 i 201 wezléw

» wielomianie trzeciego stopnia - splajan

Znacznie lepsza zgodnoscig wykreslanego przebiegu charakteryzuje si¢ interpolacja
funkcjami sklejanymi wielomianow trzeciego rzedu. W metodzie tej przebieg funkcji
interpolowany jest do krzywej wielomianu opisanej réwnaniem w postaci ogdlnej f(t) =
A-t?+B-t*+C-t+D.

W podstawowym podejsciu do problemu na granicach przedziatéw interpolacji
moga pojawi¢ sie tak zwane kanty. Metoda nie zapewni ciggtosci przebiegu interpo-
lowanej funkcji. Kryterium pozwalajacym na zapewnienie cigglosci interpolacji jest
zapewnienie zgodnosci wartosci drugich pochodnych na granicach przedziatow inter-
polacji. W celu spelnienia powyzszego kryterium nalezy okresli¢ dla kazdego z prze-
dziatéw interpolacji wspétezynniki réwnania (14).

yi(x):a'fi+b'fi+1+c'fz'//+d'fz'/ii-l (14)
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Okreslenie wspotczynnikow realizowane jest na podstawie dwoch kolejnych weztow
interpolacji oraz wartosci II pochodnych w tych punktach. Wspétczynniki wystepujace
w réwnaniu (14) wyznaczane sg z rOwnan zapisanych ponize;j.

g Jitl T (15)
Lit1 — Ty
b= LTl (16)
Lit1l — Ty
_ 3 2
c= - (a — a) (T — 1) (17)
1 3 2

Podstawowym problemem z zastosowaniem metody interpolacji splajanem jest
koniecznos¢ posiadania informacji o wartosci Il pochodnej dla kazdego z weztéw inter-
polacji. Problem ten mozna rozwigza¢ numerycznie zaktadajac ciggltosé I pochodnej
we wszystkich weztach. W efekcie dla kazdego przedzialu interpolacji mozna zapisaé
rownanie.

Li — Li4l Litl — Li—1 o Tipl — Li 0 Jiri— fi Ji— fi
T'fi—l—i_f'fi—'—T'fH—l_ - {

Tit1 — X4 Li— Ti—1

(19)

Na podstawie réwnania (20) dla catego przedziatu interpolacji mozna zapisaé
uktad réwnan pozwalajacy na wyznaczenie I pochodnych w poszczegdlnych weztach
interpolacji. Niestety metoda zapewnia n-2 réwnan dla n niewiadomych, co powo-
duje ze dla krancowych punktéw ( ff i f;:) konieczne jest przyjecie jakis wartosci II
pochodnych. Zazwyczaj ustawienie wartosci 0 dla IT pochodnych krancowych weztéw
przedziatu daje dobre wyniki, ale mozna ustawi¢ dowolne wartosci.

Zaleca sie aby probkowanie weztow interpolacyjnych realizowane byto z statym
krokiem z;.1 — x; = h = const. Znaczaco upraszcza to algorytm obliczen, a uktad

rownan przyjmuje wtedy posta¢ uktadu zapisang ponizej.

Z-FH:Y
6 f1—2'f2_f3
. .
410 ...00] [f] 6. 272 fs— Ja
141 .00 |f PRI
014 ...00] | f]_ 6- 12 (20)
000 ... 41 |f, foo —2-:fn_ — fur
000 ... 14 |f ] |6 : 12 2 :
6 fn—2_2’fn—1_fn
e h?
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Procedura interpolacji wielomianem III stopnia realizowana jest wiec dwustop-
niowo:

- Wyznaczenie wartosci drugich pochodnych w weztach interpolacyjnych {2,n-1},
przy zatozonych wartoéciach pochodnej na krancach przedziatu interpolacji f; = 0
i f,; = 0. Wartosci wyznacza sie¢ rozwiazujac uktad réwnan (20) wykorzystujac
jedna z poznanych metod rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych (skoniczonych,
iteracyjnych, a w przypadku srodowisk obliczeniowych funkcji wbudowanych np.
linsolve()). W zaleznosci od liczby weztéw interpolacyjnych nalezy zdefiniowaé
macierz tréjdiagonalna Z, oraz wektor Y. Wektor wartosci II pochodnych mozna
wtedy wyznaczy¢ za pomocy funkcji linsolve():

F2=1linsolve(Z,-Y);

Nalezy jednak pamieta¢ ze do kolejnego etapu konieczne jest dodanie krancowych
wartosci II pochodnej dla punktéw pierwszego f; i n-tego f..

- W oparciu o rownanie (14) wyznacza sie wartosci interpolujace dana funkcje w
poszczegolnych przedziatach okreslonych przez wezty interpolacji. W kazdym z
takich przedziatéw okresli¢ mozna dowolng liczbe punkéw interpolacyjnych.

4) Aproksymacja

W odréznieniu od interpolacji, aproksymacja przybliza przebieg zmian opisany
tablicg danych funkcjg z mozliwie jak najwieksza doktadnoscig. Stosuje sie ja gdy nie
jest znany zapis matematyczny wigzacy analizowane dane, lub warto$¢ danych sg obar-
czone btedem powodujacym ze ich interpolacja obarczona by byta znaczacym odchy-
leniem od rzeczywistego przebiegu. Metoda pozwala na wyznaczenie, mozliwie niskim
kosztem numerycznym, wartosci wspotczynnikéw funkeji ktéra w sposob przyblizony
opisuje przetwarzane dane.

W uproszczeniu w wykres przebiegu funkceji interpolujacej przechodzi przez wszyst-
kie wezty, natomiast przebieg funkcji aproksymujacej przebiega mozliwie blisko weztéw,
jak pokazano na Rys.21.
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Rys. 21: Przebiegi funkcji interpolujacej i aproksymujacej dane
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Przeprowadzenie procesu aproksymacji danych, argumentéw funkeji bazowej F'(z),
wymagana jest ich wczesniejsza analiza i okredlenie rownania funkeji f(z) ktérej prze-
bieg zapewnia jak najwieksza zgodno$¢ z nimi. Analizowany jest wiec warunek normy
zapisany réwnaniem (21) dla ustalonej wartosci dopuszczalnego btedu.

|F(z) = fz)]| <e (21)

Réwnanie funkcji aproksymujacej w postaci uogélnionej mozna wiec zapisaé¢ za-
leznoscia pokazana w réwnaniu (22).

f(z) =ap-wo(z) +ar-@i1(x)+ ...+ a, - pu(z) (22)

gdzie:

ag, a1, a,: sa wspoteczynnikami funkceji aproksymacyjne;j

©0o, 1, Pn: s funkcjami bazowymi aproksymacji
Dobor funkcji bazowych ma decydujace znaczenie dla prawidtowosci i efektywnosci
aproksymacji. Zadanie aproksymacji przy wybranych funkcjach bazowych sprowadza
sie wiec do dobrania wartosci poszczegélnych wspotczynnikéw a,, tak aby speliony
byl warunek okreslony zaleznodcia zapisang réwnaniem (21). Funkcjami bazowymi sa
zazwyczaj wielomiany lub funkcje trygonometryczne dla sygnatéw okresowych.

Wyznaczenie wspotczynnikow réwnania aproksymacyjnego najczesciej realizuje
sie w oparciu o aproksymacje jednostajng lub Sredniokwadratows. Aproksymacja jed-
nostajna przyktada bardzo duza wage do duzych btedéw i w ogdle nie zajmuje sie
jakoscig przyblizenia w innych punktach. Z tego powodu jest rzadziej uzywana w
praktyce. Aproksymacja $redniokwadratowa bardzo dobrze eliminuje btedy pomiarowe
danych przyblizajac funkcje f(X) do rzeczywistej funkcji bazowej F'(x).

Aproksymacja $redniokwadratowa sprowadza sie do wyznaczenia wspotczynnikow
funkcji aproksymujacej takich aby osiagniete byta najmniejsze maksimum réznicy mie-
dzy f(z) a F(x) z zaleznoéci opisanej rownaniem (23).

S(ao,. . an) é(F(:@) )y (23)

Wyznaczenie wartosci wspoétczynnikéw spetniajacych zatozone kryterium spro-
wadza sie do wyznaczenia miejsc zerowych pierwszych pochodnych réwnania (23)
dla kazdego z wspotczynnikow. Przy zatozeniu aproksymacji danych funkcja liniows,
f(x) = a1 - © + a¢ nalezy rozwiazaé¢ uktad réwnan (24) dla zmiennych ag i a;.

%&M)ZQ’ ‘%(Z/z’—(arxﬂrao))-(—l) =0
(24)
ek =2 8 (g~ ot a0) - () =0

Po przeksztatceniu powyzsza zalezno$é mozna zapisa¢ w postaci:

23



n n
n-ag+ ap - ‘lei = .Zlyi
1= 1=

(25)
n n 2 n
apg- 2 Titar- X T = 2 XY
i=1 i=1 i=1
Co mozna zapisa¢ w postaci rownania macierzowego, jak pokazano ponizej.
f: n
n T Yi
S ap -
2| n it ) = | =1 (26)
> T 2. €T; a 2 TilY;

Implementujac dowolng metode numeryczng rozwigzywania uktad réwnan linio-
wych Az = b mozna wyznaczy¢ wartosci wspotczynnikow ag 1 a1. Algorytm ten mozna
w prosty sposob rozbudowaé w celu wyznaczenia wspotczynnikéw wielomianu aproksy-
mujacego dowolnego rzedu, jak pokazano w ponizszym réwnaniu dla wielomianu rzedu

k.

n n k n

n ; X ;1 x; 2 Yi

n o, e ao o
2T 2Ty .. 2T | |ay 2 Ty

(k + 1) . l1=1 =1 1=1 . — [1=1 (27)
n n n a n
k1 k

ok oy ottty o > ay;

=1 =1 =1 =1

Z wykorzystaniem algorytmu opisanego réwnaniem (27) przeprowadzono aproksyma-
cje trzech zestawéw danych jak pokazano na Rys 22. Zastosowano aproksymacje do
wielomianu rzedu pierwszego, drugiego i trzeciego.

Rys. 22: Aproksymacja $redniokwadratowa funkcjg wielomianowa trzech zestawéw da-
nych pomiarowych

Omowiony powyzej algorytm mozna zastosowaé takze dla funkcji nieliniowych
przeskalowujac problem do funkcji liniowej za pomoca dedykowanego podstawienia.
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Zauwazy¢ mozna na Rys. 22 ze krzywe czerwona i niebieska nalezato by aproksymo-
waé funkcjami nieliniowymi, odpowiednio dla czerwonej rownaniem (28) i niebieskiej

réwnaniem (29).

1T

Y = ap
In(y) = 1( )+1n( “)
In(y) = In(ag) + a1 - x (28)
{ Y = In(y)
A() = ln(ao)
Y=Ay+a -z
y:alerao
v ! (29)

y=a; X+ a

Po przeliczeniu danych wejsciowych zgodnie z przyjetymi w réwnaniach (28 i
29) zatozeniami mozna przeprowadzi¢ aproksymacje funkcjami nieliniowymi uzyskujac
przebiegi jak pokazano na Rys. 23.

Rys. 23: Aproksymacja $redniokwadratowa funkcjg wielomianowa i funkcjami nielinio-
wymi zestawow danych pomiarowych

Zadania

Na podstawie informacji zawartych w niniejszej instrukcji i wiadomosciach litera-
turowych stosujac wybrane metody interpolacyjne i aproksymacyjne wykresli¢ prze-
biegi pradu i napiecia na kondensatorze w obwodzie szeregowym RLC zataczanym
na napiecie state. Rozpatrzeé¢ przypadek oscylacyjny i aperiodyczny. W sprawozdaniu

nalezy:

1. Studium wyboru réwnania funkcji aproksymacyjnej
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Ot L

Wyprowadzenie réwnan przeskalowujacych réwnanie nieliniowe fo liniowego
Zestawienie wartosci wspotczynnikow

Studium wyboru metody interpolacyjne;j

Wykresy pokazujace wezty danych (interpolacji i aproksymacji) oraz przebiegi in-
terpolowane i aproksymowane

. Whnioski
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