Laboratorium Metod Numerycznych
Rachunek macierzowy
Laboratorium 3

Rachunek macierzowy jet podstawowym narzedziem stosowanym przez wigkszos¢
metod numerycznych. Wiele problemoéw obliczeniowych mozna rozwigza¢ z wykorzy-
staniem prostych przeksztalcen macierzowych, metodami stosowanymi na zajeciach
rachunkowych. Dobrym przyktadem moze by¢ zastosowanie rachunku macierzowego
przy wyznaczaniu rozptywu pradéw w rozgalezionym obwodzie elektrycznym meto-
dami:

e pradéw oczkowych
» potencjatéw weztowych
o wyznacznikéw

Rozgateziony obwdd elektryczny|1, 2] jest zto-
zong struktura potaczonych ze sobg gatezi elek-
trycznych powstatej z jednego lub wielu pota- <
czonych ze sobg elementéw idealnych. Indywidu-
alng cecha opisujaca kazda galaz elektryczng jest
natezenie plynacego przez nig pradu elektrycz- =V
nego. Zbudowana w ten sposéb gataz jest wtaczona 3
strukturze obwodu pomiedzy dwoma jego we-
ztami. Kazdy z weztéw obwody jest opisany poten- s

cjalem elektrycznym. Do kazdego wezta obwodu =2
podpietych jest dwie lub wiecej gatezi. Uktad kilku @—
potaczonych weztami gatezi tworzacych kontur za-

mkniety okresla sie mianem oczka. Warunkiem
koniecznym do zdefiniowania uktadu gatezi jako
oczka jest brak jakichkolwiek wewnetrznych ga-
tezi.
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Rys. 1: Uogdélniona gataz obwodu
elektrycznego

Uogolniona posta¢ gatezi elektrycznej budowana przez idealne elementy pasywne
moze zawieraé takze elementy Zrodtowe (pradowy i napieciowy). Schemat gatezi uogél-
nionej pokazano na Rys.1 [3].



Wyznaczanie rozptywu pradow gateziowych w rozgatezionym obwodzie elektrycz-
nym pradu przemiennego z wykorzystaniem rachunku macierzowego omoéwiona zosta-
nie dla przyktadowego uktadu pokazanego na Rys.2.
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Rys. 2: Schemat analizowanego obwodu elektrycznego

kazdy analizowany obwodd elektryczny mozna przedstawi¢ w formie uproszczo-
nej za pomocy grafu obrazujacego powigzanie gateziowe weztéw obwodu. Podstawowa
forma grafu okreslana jest jako niezorientowana, jak pokazano na Rys.3a. Uzupel-
niajac opracowany graf o kierunki pradéow gateziowych i oczkowych uzyskuje sie graf
zorientowany utatwiajacy przeprowadzenie obliczen. Oznaczenie pradow galeziowych
i oczkowych na grafie jest dowolne. Zazwyczaj jednak kierunki pradéw gateziowych
obiera si¢ za zgodne wymuszeniami, a zwroty pradéw oczkowych na zgodne z obiegiem
wskazowek zegara, jak pokazano na Rys.3b.
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Rys. 3: Diagram a) niezorientowany i b) zorientowany

Metody pradow oczkowych i potencjaléw weztowych realizowane sg za pomocy
podobnych przeksztatcen i podstawa uzyskania poprawnych wynikéw obliczen jest
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poprawne zapisanie macierzy strukturalnych opisujacych powiazanie pomiedzy pod-
stawowymi elementami obwodow zobrazowane za pomoca grafu zorientowanego.

1) Macierze i wektory danych

Elementy pasywne i wymuszen budujace analizowany obwdd przekazywane sg do
algorytmu obliczeniowego za pomocg macierzy i wektoréw danych. Sg one wspolne dla
metody pradéw oczkowych i potencjatéw weztowych.

e /4 - macierz diagonalna impedancji gateziowych obwodu, jej kolejnymi elementami
sg impedancje gateziowe poszczegdlnych gatezi, w kolejnosci zgodnej z przyjemnym
indeksowaniem. Jest ona stosowana w algorytmie metody pradéw oczkowych.

Z, 0 0 0 0 0]
0 Zo, 0 0 0 O
0 0 Z3 0 0 0
Za=1 0 0 Z, 0 0 (1)
0 0 0 0 Z5 0
0 0 0 0 0 Zg

o W algorytmie metody potencjatéw weztowych wykorzystuje siec macierz diagonalna
admitancji Y; = Zid
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o F, - wektor wymuszen napi¢ciowych lokalizujacy potozenie idealnych Zrédet na-
pieciowych w strukturze obwodu. Potozenie wartosci napiecia zrédta w wektorze
opowiada indeksowi gatezi w ktorej jest zlokalizowany. Nalezy pamig¢ta¢ o uwzgled-
nieniu zwrotu zrédta napieciowego zgodnie z ponizszymi zasadami:

- jezeli zwrot zrodta napieciowego jest przeciwny do zatozonego zwrotu pradu ga-
leziowego do wektora wymuszen napieciowych E, wartos¢ napigcia Zrodtowego
jest wstawiana ze znakiem minus

+ jezeli zwrot zrédla napieciowego jest zgodny z zatozonym zwrotem pradu ga-
leziowego do wektora wymuszen napigciowych £, wartos¢ napigcia zrodtowego
jest wstawiana ze znakiem plus



Dla analizowanego obwodu wektor przyjmuje postac:

o I, - wektor wymuszen pradowych lokalizuje potozenie idealnych Zrédet pradowych
w obwodzie. Prawidlowe zapisanie wektora pradéw zrédtowych jest szczegdlnie
istotne dla uzyskania prawidtowych wynikéw z metody. Wektor budowany jest w
oparciu o gatezie i w odniesieniu do kierunku zalozonych pradéw gateziowych. Zré-
dto pradowe jest wlaczane réwnolegle do takiej gatezi. Wartos¢ pradu zrodtowego
w wektorze przyjmowana jest:

+ ze znakiem plus jezeli kierunek pradu gateziowego jest przeciwny do kierunku
pradu zrédtowego

- ze znakiem minus jezeli kierunek pradu galteziowego jest zgodny z kierunkiem
pradu zrédtowego

Dla analizowanego obwodu wektor przyjmuje postac:

2) Metoda pradéw oczkowych

W metodzie pradéw oczkowych macierz strukturalna (incydencji) opisuje zalezno-
sci pomiedzy pradami gateziowymi a oczkowymi. Liczba wierszy macierzy zalezny od
liczby oczek w obwodzie, a kolumn od liczby galtezi, natomiast warto$ci odpowiadaja,
relacji pomiedzy pradem oczkowym a pradem gateziowym zgodnie z podanymi ponizej
warunkami:

-1 — jezeli galaz nalezy do oczka i kierunek jej pradu jest przeciwny z pradem
oczkowym

0 — jezeli gataz nie nalezy do oczka

1 — jezeli galaz nalezy do oczka i kierunek jej pradu jest zgodny z pradem oczko-
wym



Dla grafu pokazanego na Rys.3a oczkowa macierz incydencji B przyjmuje postac:

1 -1 0 0 0 0
B=10 1 1 0 1 -1 (5)
00 —1 =10 0

Na podstawie zdefiniowanych macierzy i wektoréw danych oraz macierzy incy-
dencji mozna wyznaczy¢ wartosci pradéw gateziowych na podstawie opisanego ponizej
algorytmu.

1. obliczenie macierzy impedancji wtasnych i wzajemnych:

Z =B-Z;-B" (6)

2. Wektor pradéw oczkowych I, moze zosta¢ wyznaczony, pod warunkiem wykonal-
nosci wyznaczenia macierzy odwrotnej do macierzy impedancji wtasnych i wza-
jemnych: Z~! - istnieje

I,=2"'B-(E,—Zy- L) (7)
3. Wyznaczenie pradow gateziowych jest dwuetapowe, w zaleznosci od wystepowania,
w analizowanym zrédet pradowych:
I wartosci wypadkowych pradéw gateziowych uogoélnionych

I=B".1, (8)

IT jezeli w obwodzie wystepuja zrodta pradowe ostateczne wartosci pradow gate-
ziowych wyznacza si¢ z zaleznosci

3) Metoda potencjaléw wezlowych

W metodzie potencjatow weztowych takze budowana jest macierz strukturalna
(incydencji) opisujaca zaleznosci pomiedzy pradami gateziowymi a weztami. Liczba
wierszy macierzy zalezny od liczby weztéw w obwodzie, a kolumn od liczby gatezi,
natomiast wartosci odpowiadaja relacji pomiedzy pradem oczkowym a weztem zgodnie
z podanymi ponizej warunkami:

-1 — jezeli galaz jest zwiazana z weztem i zwrot pradu gateziowego jest do wezta
0 — jezeli galaz jest zwiazana z weztem
1 — jezeli gataz jest zwigzana z wezltem i zwrot pradu galeziowego jest od wezta
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Dla grafu pokazanego na Rys.3a pelna wezlowa macierz incydencji A, przyjmuje po-

staé:
1 1 0 0 0 1

-1 -1 0 0 1 O
o 0 1 -1 -1 0
o 0 -1 1 0 -1

Warto zwroci¢ uwage, ze suma elementéw w kazdej kolumnie wynosi zero, jest to
sposdb na wstepna weryfikacje poprawnosci zapisania macierzy incydencji dla metody
potencjalow weztowych.

Metoda potencjatow weztowych zaktada przyjecie jednego z weztow za wezet od-
niesienia, w konsekwencji macierz incydencji ostateczna A powstanie poprzez usuniecie
wiersza powigzanego z uziemionym weztem. W wybor wezta uziemienia jest obojetny
i nie wptywa na koncowy wynik, dla potrzeb przyktadu przyjeto wezet D jako wezet
odniesienia (uziemiony).

Ap = (10)

1 100 0 1
—1 -10 0 1 0 (11)
0 0 1 -1 —1 0

A

Weryfikacje poprawnosci utworzenia macierzy incydencji (oczkowej i weztowej)
mozna przeprowadzi¢ sprawdzajac ponizsze warunki:

ABT==0 i BA' == (12)

Na podstawie zdefiniowanych macierzy i wektoréw danych oraz macierzy incy-
dencji mozna wyznaczy¢ wartosci pradéw gateziowych na podstawie opisanego ponizej
algorytmu.

1. obliczenie macierzy admitancji wtasnych i wzajemnych:

Y =AY, A" (13)

2. Wektor potencjatow weztowych U, moze zosta¢ wyznaczony, pod warunkiem wy-
konalnosci wyznaczenia macierzy odwrotnej do macierzy admitancji wtasnych i
wzajemnych: Y ! - istnieje

Us=Y "1 A-(I,-Y; E,) (14)
3. Wektor napie¢ galeziowych wyznacza sie z zaleznosci
U=A"U, (15)
4. Ostatecznie wektor pradéw gateziowych oblicza si¢ z zaleznosci
I,=Y; - (U+E,) (16)
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4) Weryfikacja obliczeniowa algorytméw

Dla przyktadowego obwodu z Rys.2 i przyjetych ponizej danych przeprowadzono
obliczenia weryfikujace poprawnos¢ opisanych powyzej algorytmow.

Z1 =100 Q, Zy = (20 —201) Q, Z3 = 10i €,

Z, =200, Z5=40Q, Zs=10 Q,

E, =100: V, Es = (100 — 1007) V,

I =2 A7 L. = (1 +Z) A

Kod zrédtowy algorytmoéw obliczeniowych zapisano ponizej.

clear;clc;close();
format("v",5);
//DANE

Z1=10%%1i;
Z22=20-20%Y%1 ;
Z3=10%%1;

24=20;

25=40;

26=10;

E1=100%%i;
E2=100-100%%1i;
Iz1=2;

Iz2=1+%i;

//MACIERZE DANYCH

Z d=[Z1,72,23,724,725,76] ;
Y d=1./Z_d;
Zd=diag(Z_d);
Yd=diag(Y_d);
Eg=[0;0;0;E2;0;E1];
I1z=[0;0;0;0;Iz2;Iz1];
//MACIERZ INCYDENCJI
B= [1,-1,0,0,0,0;

0,1,1,0,1,-1;
0,0,-1,-1,0,0];
A= [1,1,0,0,0,1;
-1,-1,0,0,1,0;
0,0,1,-1,-1,0;

0,0,-1,1,0,-1];
//METODA PRADOW OCZKOWYCH
Z=B*Zd*B’ ;
To=inv(Z) *Bx (Eg-Zd*Iz) ;
I=B’*Io;
Igo=I+I1z;



disp("Wyniki z metody praddéw oczkowych.");
for i=1:6
disp("I"+string(i)+"="+string(Igo(i))+" A, I"
+string(i)+"="+string(abs(Igo(i)))+" A");
end
//METODA POTENCJAEROW WEZEOWYCH
g=input ("Podaj numer wezta uziemionego (1-4):");
Alg,)=[];
Y=AxYd*A’;
Uw=1inv (Y) *Ax (Iz-Yd*Eg) ;
U=A’*Uw;
Igw=Yd* (U+Eg) ;
disp("Wyniki z metody potencjatdéw weztowych.");
for i=1:6
disp("I"+string(i)+"="+string(Igw(i))+" A, I"
+string(i)+"="+string(abs(Igw(i)))+" A");
end
format("v",10);
disp("Najwieksza réznica pomiedzy metodami = "+string(norm(Igw-Igo)));

Niezaleznie od wyboru wezta odniesienia wyniki z obu metod sg identyczne, z r6z-
nica na poziomie obliczeniowych $rodowiska (1071°). Wyniki przyktadowej symulacji
pokazano ponizej.

"Wyniki z metody praddéw oczkowych."
"I1=-3.32-%i*1.62 A, I1=3.69 A"
"I12=1.23-%i*0.43 A, I2=1.3 A"
"I13=-0.48-%i%6.8 A, I3=6.82 A"
"I4=1.6-%i*4.76 A, I4=5.02 A"
"I5=-1.08-%i*1.04 A, I5=1.5 A"
"I16=4.08+%i*2.04 A, 16=4.56 A"

Podaj numer wezla uziemionego (1-4):1
"Wyniki z metody potencjatdéw weztowych."
"I1=-3.32-%i*1.62 A, I1=3.69 A"
"I12=1.23-%i*0.43 A, I2=1.3 A"
"I3=-0.48-%i%6.8 A, I3=6.82 A"
"I4=1.6-%ix4.76 A, I4=5.02 A"
"I6=-1.08-%i*1.04 A, I5=1.5 A"
"I6=4.08+%i*2.04 A, I6=4.56 A"
"Najwieksza réznica pomiedzy metodami = 2.391D-15"



5) Metoda wyznacznikéw

Kazdy rozgateziony obwdd elektryczny mozna opisaé¢ za pomocag réwnan utworzo-
nych na podstawie I i II prawa Kirchhoffa.

1. Suma natezen predow wplywajgcych do wezta jest rowna sumie natezen prodow
wyplywajgcych z tego wezta.

2. W zamknietym obwodzie suma spadkéw napie¢ rowna jest sumie sit elektromoto-
rycznych wystepujgcych w tym obwodzie.

Dla przyktadowego obwodu mozna wiec zapisa¢ uktad rownan na podstawie po-
wyzszych praw. Utworzy¢ mozna trzy réwnania na podstawie II prawa Kirchhoffa i
cztery na podstawie I prawa Kirchhoffa. Przy opisie obwodu elektrycznego jedno, do-
wolne réwnanie pradowe (I prawo) pomija sie, jak pokazano na ponizszym uktadzie
rownan.

1/Zy—1:Z5,=0

IoZo+ 1323+ [525 — 16Zg = —E;
— 1323 — 1,24 = —E,

L+ +1g=1,

— L) —Iy+I5=1,

Is— Iy —I5=—1,

Powyzszy uktad mozna nastepnie zapisa¢ w postaci macierzowej A - x = b, jak
pokazano ponizej.

(17)

Zy —Zy 0 0 0 01 [L] [ 0]
0 Zy Zj 0 Zs —Zs 1, —E,
0O 0 —-z3 -2z, 0 0| | —E> (18)
11 0 0 0 1| |5~
1 -1 0 0 1 0| || |1,
0 0 1 -1 -1 0| || |-L,

Jedna z najczesciej stosowanych metod rozwigzania takiego uktadu réwnan na
¢wiczeniach rachunkowych jest metoda wyznacznikéw. Warunkiem koniecznym do jej
wykonania jest aby wyznacznik macierzy gtéwnej byt rézny od zera. W rozpatrywa-
nym zadania wyznacznik macierzy gtéwnej wynosi -29000 - 100001, a wiec warunek
wykonalnosci obliczen dla metody wyznacznikéw jest spetniony.

Poszczegolne wartosci pradéw wyznacza sie dzielac wyznacznik macierzy powsta-
tej przez zastapienie kolumny odpowiadajacej wyznaczanemu pradowi wartosciami
z wektora wymuszen. Zmodyfikowang macierz dla wyznaczenia wartosci pierwszego



pradu gateziowego zapisano ponizej.

0 —Zy O 0 0
—E, Zy Zz 0 Zs —
—-Ey, 0 —Z3 —Z, 0

14 1 0 0 0
I, -1 0 0 1
I, 0 1 -1 -1

Zp = (19)

Wartos¢ pradu wyznacza sie jako iloraz wyznacznika zmodyfikowanej macierzy
przez wyznacznik macierzy gtéwnej uktadu réwnan, jak pokazano ponizej.
4%
= (20)
Wy
Dla przyktadowego obwodu opracowano algorytm obliczeniowy na podstawie me-
tody wyznacznikow i uzyskano pokazane ponizej wyniki, zgodne z wynikami uzyska-
nymi z metody pradow oczkowych i potencjatéw weztowych.

I

"Wyniki uzyskane metods wyznacznikéw."
"I1=-3.32-%i*1.62 A, I1=3.69 A"
"I12=1.23-%i*0.43 A, I2=1.3 A"
"I3=-0.48-%i%6.8 A, I3=6.82 A"
"I4=1.6-%i*4.76 A, I4=5.02 A"
"I6=-1.08-%i*1.04 A, I5=1.5 A"
"I16=4.08+%i*2.04 A, 16=4.56 A"

Na podstawie zapisanych w skrypcie macierzy tworzacych réwnanie macierzowe
z wykorzystaniem funkcji 1insolve () przeprowadzono weryfikacje uzyskanych wyni-
kow. Funkcja linsolve rozwigzuje réwnanie w postaci Ax + b = 0, co sprawia ze
poprawne wywotanie tej funkcje dla analizowanego przypadku wymaga podania dru-
giego z jej atrybutéw ze znakiem minus.

--> Ispr=linsolve(Z,-b) --> abs(Ispr)
Ispr = ans =
-3.32 - 1.621 3.69
1.23 - 0.431 1.30
-0.48 - 6.81 6.82
1.6 - 4.761 5.02
-1.08 - 1.041 1.50
4.08 + 2.041 4.56
Zadania

Na podstawie informacji zawartych w niniejszej instrukcji wyznaczyé¢ rozptyw
pradu w rozgatezionym obwodzie elektrycznym pradu przemiennego metodami:
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1. pradéw oczkowych,
2. potencjalow weztowych,
3. wyznacznikow.

Poprawno$¢ otrzymanych wynikéw zweryfikowaé¢ za pomoca funkcji 1insolve (). Ob-
liczenia wykonaé¢ dla obwodu spetniajacego ponizsze kryteria:

e obwdd sktada sie z minimum czterech oczek

kazda z gatezi zawiera elementy R, L, C, RL lub RC

obwod zasilany jest przez co najmniej jedno idealne zrodta napieciowe i co najmniej
jedno idealne zrodta pradowe

zrodta napieciowe wlaczone sg szeregowo do wybranych gatezi

zrodla pradowe wlaczone sg rownolegle do wybranych gatezi
Opracowany skrypt:

« wykonuje obliczenia zaleconymi metodami i funkcja weryfikujaca

o wysSwietla informacje o danych wejsciowych zadania

o wysSwietla wraz z opisami macierze i wektory danych dla kazdego z zadan
o wysSwietla wyniki w postaci wartosci zespolonych i skutecznych pradéow

o eksportuje wyniki zadania w postaci wartos$ci zespolonych i skutecznych pradéw
do pliku *.csv o nazwie podanej przez uzytkownika

o skrypt weryfikuje poprawnos¢ uzyskanych wynikow sprawdzajac I prawo Kirch-
hoffa dla weztow obwodu i II prawo Kirchhoffa dla oczek, wyswietla wyniki wery-
fikacji w postaci wykresow wskazowych

Poszczegblne zadania obliczeniowe (metody obliczeniowe) i wybrane czynnosci
prezentacji danych realizuja funkcje. Zdefiniowane funkcje zapisa¢ w zewnetrznym
pliku *.sci i zaladowa¢ w gtéwnym skrypcie programu. Schemat obwodu, grafy i
parametry obwodu zamiesci¢ w pliku *.pdf.
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