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Informacje wstepne
stacjonarne

Wyktady
2h co 2 tygodnie

Laboratoria
2h co 2 tygodnie

() // Oceny
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Kolokwium
Laboratorium

Ocena

Decyzja prowadzacego
Sprawozdania

Grupy 1 lub 2 osobowe
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Informacje wstepne
niestacjonarne

Wykitady Zaliczenie
3h na 5 zjazdach () // Oceny
Kolokwium
Laboratorium
Laboratoria Ocena
3h na 5 zjazdach C) 41 Decyzja prowadzacego

Sprawozdania
Grupy 1 lub 2 osobowe



Kontakt

Pokéj - 419

Laboratorium - 501 (RDZEWIAK)
m.lanczont@pollub.pl
http://lanczont.pollub.pl
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"« Z. Fortuna, B. Macukow, J. Wasowski: Metody
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'+ A. Brozi: Scilab w przykiadach, Nakom, Poznan, 2007
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Metody
numeryczne
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Ve A. Marciniak, D. Gregulec, J. Kaczmarek:. \
~ Podstawowe procedury numeryczne w jezyku L\_
Turbo Pascal, Nakom, Poznan, 2000
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procedury
numeryczne

E3RE B e -

Ey

o

Ol @ i
: Leszek Jaroszyriski
3 Michat tanczont
¢ Laborator ium meto d w jexyku Turbo Pascal
¢ numerycznych

I g
; .": -‘”

KA oz o
CuropekiogoFinduseu Spolecenego

Dorota

wn



http://biblioteka.pollub.pl/

_/__/
ol
1
/
12
3
4
5
6
7

Zakres materiaitu 3\
»=

. Wprowadzenie do metod numerycznych, dokiadnosé

i wiarygodnosé obliczen \E

. Rachunek macierzowy 1 jego zastosowanie w

analizie obwododow

. Uktady réwnan liniowych - metody bezposrednie
. Uktady réwnan liniowych - metody iteracyjne

. Numeryczne rozwiazywanie rdéwnan nieliniowych
. Numeryczne rozwiazywanie rdéwnan rdézniczkowych
. Numeryczne przetwarzanie danych
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Wprowadzenie do metod numerycznych,
dokitadnos¢ i1 wiarygodnos¢ obliczen



jj ,  Podstawowe definicje \

Metoda numeryczna jJest uporzadkowanym sposobem
*{ﬂ wyznaczanla przyblizonego rozwlgzanla zadania >

matematycznego za pomoca skonczone] liczby
dziatan wykonywanych na liczbach.

Algorytm numeryczny jest jednoznacznym 1 skonczonym
oplisem kolejnych operacjl prowadzacych od danych
wejsciowych do wyniku liczbowego.

Kompletny algorytm powinien okresla¢ takze warunki
dopuszczalnosci danych, sposdb zakonczenia obliczen
oraz sposdb sprawdzenia wyniku.



,  Podstawowe definicje

-y .
Analiza numeryczna Jjest dziedzina zajmujaca
sie konstruowaniem, badaniem 1 pordwnywaniem

algorytmow numerycznych. Obejmuje analize
bteddw, zbieznosci, stabilnosci, uwarunkowania
oraz kosztu obliczeniowego.
[ ’ e g D
// // -/»/////
- "\;_—/ P A



, Metody numeryczne ~ Q
—F kiedy stosujemy? -

* rozwiazanie analityczne nie istnieje w postaci \
zamknietego wzoru; =

* wzOr analityczny istnieje, ale jego bezposrednie
uzycie ‘jest kosztowne, niewygodne albo niestabilne
numerycznie;

* dane wystepuja wytacznie w postaci pomiardédw lub
prdébek;

* model prowadzi do duzego ukiadu réwnan;

* konieczne ‘jest wielokrotne rozwigazywanie podobnych
zadan dla zmiennych parametréw wejsciowych;

* wynik ma zostaé¢ otrzymany z okreslona, kontrolowana
dokitadnoscia.
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 Srodowisko obliczeniowe
o s

Jezykl programowania
/ , Fortran
~ C/C++, Pascal, Python, ..
Srodowiska obliczeniowe Sci
Matlab

Scilab . ( =

OpenModelica
Mathematica



http://www.pollub.pl/pl/uczelnia/organizacja-uczelni/jednostki-ogolnouczelniane/ci/matlab

2026.1.0

Scilab jest sSrodowiskiem przeznaczonym do obliczen naukowych
1 1inzynierskich. Umozliwia wykonywanie dziatan skalarnych 1
maclierzowych, opracowywanie skryptodw, tworzenie wykresow,

rozwiazywanie zadan numerycznych oraz modelowanie ukladow
dynamicznych w module Xcos.


http://www.scilab.org/

et

pa QY

+ Scilab 2026.1.0 Console — w]
Plik Edycja Sterowanie Narzedzia 7
ZEA00|% & & 8 X TO
— Przeglgdarka plikdw A M Scilab 2026.1.0 Console .y . Przegladarka zmiennych 2@ x
|Ci\Users\mlanc\Documents\ v| & Nazwa  Value Tw Widocznod¢  Memory
-~
Nazwa Wykonanie rozruchu:
Documents tadowanie Srodowiska poczatkowego
I
Arduino .
Aslain_Modpack_Presets
[5) Codex
[ Diablo 11
Fritzing
I HTML
KiCad
Moja muzyka Historia polecer ? ¢ x
(] Moje obrazy A — v21:36 —
[ Moje wideo El ﬂ; gm?{zoze 17:21:36 — J/
My Cheat Tables P
My Games
Niestandardowe szablony pakietu Office Y
PlatformIO El ﬂ - 22/08/2026 21:42:35 - |/
[ visual Studio 2022 - format(’e”, 16); i
~mprintf("epsilon maszynowy = %. 16e'\n", %keps);
+-mprintf("(1 + %%eps) - 1 = %.16e'n",(1+%eps)-1);
o mprintf(*(1 + %%eps/2) - 1= %. 16e'n",(1+%eps/2)-1);
i ff - 29/08/2026 19:23:24 - f/
News feed ?ex
¢ Discover Scilab community *

Scilab is open source.
Giving back support or use cases is appreciated.

o

+ Add and improve functions on GitLab.
« View and edit help pages.

« Publish toolboxes on ATOMS,

« Post questions on Discourse.




/ol

+ Scilab 2026.1.0 Console

Plik Edycja Sterowanie MNarzedzia ?

ZE&AE0(%
—— Przegladarka plikow

C:\Users\mlanc\Dog

Nazwa

Documents

I 2

+-[E5 Arduino
[E5) Aslain_Modpack_Prese
[ Codex

i-.Fnizng

i

i[5 Aslain |

=B

- (& Diablo 111
\_|®

&

&

[# SciNotes
& Xcos
Translator Matlab do Scilab
& ATOMS - menadier modutéw zewn.
Przegladarka zmiennych
Historia polecen
Przegladarka plikéw

Import Data

/ ; [ Platformio

B9 Visual Studio 2022

. Niestandardowe szablony pakietu Office

pa QY

Wykonanie rozruchu:
ladowanie Ssrodowiska poczatkowego

——>

£ 3] Scilab 2026.1.0 Console - 1 Przegladarka zmiennych

e x

Nazwa Value Typ

Widocznos¢  Memory

Historia polecen

¢ x

&1/ - 27/07/2026 17:21:36 — J|

)
Ei /] — 22/08/2026 21:42:35 — [/
- format(e", 16);

~-mprintf(“epsilon maszynowy = %.16e\n", %eps);
~-mprintf("(1 + %%eps) - 1 = %. 16e\n",(1+%eps)-1);
~-mprintf("(1 + %%eps/2) - 1 = %. 16e\n",(1+%eps/2)-1);

ﬁ 29/08/2026 19:23:24 - /|

News feed

e x

&« Discover Scilab community B

Scilab is open source.

Giving back support or use cases is apprediated.

.

» Add and improve functions on GitLab.

« View and edit help pages.
« Publish toolboxes on ATOMS.

« Post questions on Discourse,

S
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L szereg_sin2x_2.sce (D:\GoogleDrive\Wyklady'\Metody numeryczne\Przykiady'sz... - O

Plik Edycja Format Ustawienia Okno Wykona) 7

CEe =@ &S a6 X B0

FL|IDD &KX @

gzereq_=in2x_ 2 =ce (DoOWGoogleDriveiWkiadyihetody numeryczne'Przyvkiadylezerey_sin?x 2 ace) - SciMates

szereg_sinZx_2.sce

klea::

clcy

n=input ("Podaj -stopien-przyklizenia: -");
k=1;

for-i=1:1:1000
x{i)=07
end
for-j=1:1:1000
t{J)={({3pi) 1000} *{j-1):

W0l =1 & LA s La B

=
=

for-i=0:1:n
w={{{-1)~i)* {2~ (2*1+1) ) * ({e(J) ) ~{2*1+1) ) )/ (prod(l:2%1i+l));
E{J)=x(])+w;
end
end
plot2d(t,Xx,);
ster axe=gcal():

T T ST S S S S =
(Fa R S . VT B SN YR

ster axe.x location="origin™;

%]
Lo

Ster_axe.y location="origin";

[d
-




V=)

|@ Przegladarka palet - Xcos
Palety Widok

— d x

7

Bl e

@?l E?l

@]

Przegladarks palet - Xcos

/
<

Palety

----- # Recently Used Blocks

----- # Systemy czasu daglego

----- # Niedaglosd

----- # Systemy czasu dyskretnego

----- # Wyszukiwanie odnosnikaw

----- # Obshuga zdarzen

----- # Operacgje Matematyczne

----- # Maderz

----- .

----- # Liczba catkowita

----- # Port & Podsystem

----- # Wykrywanie przekroczenia zera

----- # Trasowanie (Routing) sygnah

----- # Przetwarzanie sygnatow

----- # Bezwarunkowy

----- # Adnotacie

----- & Sinks

----- # Irédha

----- # Termo-hydrauliczne

----- # Bloki demonstracyjne

----- # Funkde zdefiniowane przez uzytkownika
Arduino

+ -
ccs

Ground

)
"
aP 1
//
//
-

OpAmp

¥
—r-f

Switch

ISR
@ il

WWeourceAC

10mF
l— 1
10m\

Capacitor ConstantVoltage

IdealTransformer Inductor

S G
]
PMP

PotentilSensor

S O}

VariableResistor  VoltageSensar

|E| *IdealTransformer_Example (C:\Program Files\scilab-8.1.00med...

Plik Edycja Widek Symulacja Format Marzedzia 7

CurrentSens

VeourceAd

P -
|$_}~|I |‘§*

CEW = &S % e >

HdealTransformer_Example (CHOProgram Fileshscilab-6 1 Omodules
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B scilab 6.1.0 Console

Plikk Edycja Sterowanie Marzedzia ¥

/|

ZE| X D0y

Przegladarka plikaw

] ||C:\Users\E419_1

Mazwa

E [imments =

{5 Arduino
|5 ArduinoData
|55 Downloads
{5 Inventor
&-{E5) MATLAB

SciMotes

Kros

Translator Matlab do Scilab

ATOMS - menadzer modulow zewn.

Przegladarka zmiennych
Historia polecen

Przegladarka plikow

B Gtéwne kategorie - ATOMS O >
Plik 7
Wszystkie moduly rArduino
S LI L R LI 1
Bininformatics * Transiate demos 2
Contributed Scilab builds
Data Analysis CHANGES 1.5 => 1.6.2
Data Handing ;J;;,::D?ED:::::::::::::
= ;
Docur_nenmtl_on * toolbox_arduino_wv4.ino file shipped in the module was bad.
Domain-Specific Replaced with the right file.
Education * ARDUINO _pre_simulate() was expecting arduino_v3.ino instead of
= GUI arduino_wv4.ino and yielded an errar 'Il faut charger avec le logiciel
B Graph arduino le sketch toolbox_arduino_v3.ino dans 2 carte Arduino’
Gmph|c5 when actually dealing with the v.4
raphs _ * The DESCRIPTION file that was removed from v.1.4 is actualy
Image Processing needed to instal the module offine. Restored.
Instruments Contral * Demos: Examples for Scilab 6.0 are displayed with wrong ports
Linear algebra positions with Scilab 5.5. The versions for Arduino 1.1 are
Manuals restored in the binary for the Scilab 5.5.
Mﬂdeling TODO:
Mumerical Maths * Extend the module to Linux users (through the serial toolbox based on TCL)
Optimization * Translate help pages in english
Parallel Computing * Translate blocks interfaces and error messages
Physics * Translate demos
Real-Time Zobacz takia
Scilab development . i i
p « http://atoms.scilab.org/toolboxes/arduing/1.8
Przetwarzanie sygnafdw « hitp:/fwww. sclab-enterprises. cormyf
Windows Tools .
Xcos Data wydania
2020-02-16
WielkosE pliku pobranego
1.7 MB hd
Autoload Zainstaluj Usuri Powrdt
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Skrypt obliczeniowy powinien by¢ odtwarzalny. m
Oznacza to, 2ze musi zawiera¢ definicje danych, /=3
obliczenia, miare jakosci wyniku i prezentacje —
wnioskow. Sam zrzut okna programu nie  jest

wystarczajacym objasnieniem metody.

clear; clc; s
// Dane wejs$ciowe

U = 230;
R = 46;

// Obliczenie
P = U2/R;

// Prezentacja wyniku z jednostka
mprintf ("P = %.6f W\n", P);

Liczba wyswietlonych cyfr nie jest informacja o dokitadnosci

fizycznej. Jezeli U i R sa znane 2z dokitadnoscia do jednego
procenta, wydruk kilkunastu cyfr wartosci P nie czyni wyniku
doktadniejszym.



Znaczenle analizy numerycznej X

Betonowa konstrukcja podstawy Sleipner A zatonetla
j)/k 23 sierpnia 1991 r. podczas prdbnego balastowania \1\ \L
w Gandsfjorden koto Stavanger, a wilec jeszcze
przed ustawieniliem platformy na docelowym miejscu

| rf) ' na Morzu Pélnocnym. Nie bylo ofiar. |
-~ S N J\
rl ~ Straty szacowano na okoto 700 mln-1 mld USD. B ‘
J ~Przyczyna katastrofy byily biedy na etapie analizy\\\LIH
MES i wynikal z bieddéw popeinionych przy: <
* dyskretyzacji
- ~* * jakosci siatki MES Lﬁ

biedu rozwiazania
~ « weryfikacji wynikdéw numerycznych




| . - -
. Znaczenle analizy numerycznej

/Cf~ /r/Tragedia w Dhahran w Arabii Saudyjskiej \W\ AW
P

Katastrofa wydarzyia sie 25 lutego 1991 r.
Pocisk Scud uderzyt® w koszary wojlsk amerykanskich;
zgineto 28 zoinierzy.

J 13
| (f/ //System przechowywatl czas z ogranliczona precyzja. ~\L1\\
j/‘ "Po okolo 100 godzinach biad wynosii wediug GAO | |
. doktadnie okoito 0,3433 s, co przy predkosci Scuda |
J /jj/odpowiadalo przesunieciu przewidywanej pozycji o | \LI\
okoto 687 m.
T

- /J Katastrofa wynikia z bieddéw reprezentacji i
kumulowania bieddw zaokraglen. &

Gotowa poprawka systemu |
| dotarta dzien po tragedii. = — E&Lﬂ



Znaczenie analizy numerycznej L

|
j) 4 czerwca 1996 r., okoto 40 s po rozpoczeciu lotu,
jJ/k Ariane 5 Flight 501 utraciia prawidiowe dane z LI\ \L

systemu bezwitadnosciowego.

BezposSrednim zrddiem problemu byta konwersja 64-

\bltowej liczby zmiennoprzecinkowe] do lé-bitowe]
rfJ llczby catkowite] ze znakiem. Wartos¢ nie m1e8011a“ LIW L

sie w zakresie typu docelowego, co wywolalo wyjatek.

Straty szacowane na ok. 370 mln USD, plus ladunek na ‘_

~nawet ok. 500 mnl USD. oA e

Katastrofa wynikla z: S o ey ‘
() - * przepeinienia, u- ’ y k}
* zakresu reprezentacji,
* obsitugi bieddw.

o~




- Znaczenie analizy numerycznej L

Indeks gieitdy w Vancouver rozpoczat w 1982 r. | |

T( ))od wartosci 1000,000. 1 Pl

Byt przeliczany tysiace razy dzlennie. Po
kazdej] operacji wynik byt obcinany do trzech

| miejsc po przecinku zamiast prawidiowo |

y rIJ’/zaokraglany. Kazdy pojedynczy blad byl minimalny, \\LWW |

() ale zawsze mlat ten sam znak, wlec Dbiredy -
systematycznie sie akumulowaty.

= W listopadzie 1983 r. indeks wynosit 524,811; - - °
J ~pPOo ponownym przeliczenliu poprawna metoda otrzymano -

1098,892.

VANCOUVER
STOCK
EXCHANGE [d

Problem wynikat z:
o matego btedu pojedynczej operacji
"+ bardzo duza liczba iteracji

* ogromny biad koncowy.

g1
A VSE Index - 1987 198:
1 E)pgblikorzaz,yjn@eks(1”983): 524;

Prawidtowy indeks:



O W=

Typowe zadania obejmuija
rozwiazywanilie:

.uktadow réwnan liniowych i nieliniowych,
.Wyznaczanie wartosci i wektordéw wiasnych,
.interpolacje 1 aproksymacije,
.rézniczkowanie i caikowanie numeryczne

. rozwigzywanie réwnan rdézniczkowych.



Rozwigzanle analityczne jest opisane
doktadnym wzorem wynikajacym 2z Lj¥_
przeksztatcen matematycznych, na
przyklad: x = V2.

e —b++/b%-4ac

2a

Obliczenia symboliczne dziataja na
symbolach 1 wyrazeniach, zachowujac
zaleznoscli matematyczne, na przykitad:
[ 2x dx = x2 + C.

Obliczenlia numeryczne dziataja
| bezposSrednio na reprezentacjach liczb

| 1 zwracaja wartos¢ liczbowa, na
przyktad: V2 =~ 1,41421356237.




pt!

A\
Rozwlgzanle analityczne nie jest automatycznie T -
najlepsza podstawa algorytmu. Matematycznie N/
rownowazne wzory moga rdéznic¢ sie odpornoscia na biedy—\_
zaokraglen.

Przykladowo pierwiastkil rdwnania kwadratowego:

ax’ +bx+c=0 =

mozna zapisac¢ jako

—b + Vb2 — 4ac
%12 = 2a

Jezeli b% > 4ac i odejmowane sa liczby o zblizonych
wartosciach, jedna z gatezi wzoru moze tracic¢ cyfry
znaczace. Postac¢ korzystniejsza numerycznie uzyskuje
sle przez wyznaczenle jednego plerwiastka bez
niekorzystnego odejmowania, a drugiego z zaleznosci

C



f.ancuch prowadzacy
do wyniku

START
t iy U, Ug | A
‘\“ \ 0.0 102 037 -0.21 "\x = b !.’H("d:;'.‘%(]d " o—0—0—0<¢
O\ 0.1 | 0.98 | 0.41 |-0.18 e ool
) du 5 0.2 | 0.95 | 0.45 ' -0.15 G, g G . £ ¥
“ / e dt =Tt 7 1'¢ = T ay @ sy =L R eIy =T
D ( ‘ I g
;/ u : ( i ,
A . sl i e u(T) =1.036 )
,. STOP
1 2 3 4 5 6
ZJAWISKO MODEL DANE ZADANIE ALGORYTM WYNIK
FIZYCZNE MATEMATYCZNE
Na kazdym etapie moga powstac¢ inne rodzaje rozbieznoscil.

Dobry model moze zostaé¢ rozwiazany niedokiadnie z powodu
niewlasciwego algorytmu lub zbyt luzZnego kryterium
zakonczenia. 1




Algorytm przyblizony
o i tolerancja A

Wiele metod wyznacza clag przyblizen
0) (1) 4(2 >
i x© XD @) ... @)

ktdry przy odpowiednich zalozeniach dazy do rozwigzania
doktadnego x. W praktyce obliczenia konczy sie po
skonczonej] liczbie krokow.

Trzeba wiec ustalicé:

e punkt poczatkowy x(9);

e wzOr przejscia od biezacego przyblizZzenia do nastepnego;
« miare jakoéci przyblizenia |x(k*tD) — x|,

e tolerancje - Jak doktadnego wyniku potrzebujemy?;

e maksymalna liczbe iteracji;

e sposdb zgitoszenia braku zbieznosci.

J -
o .

/



| A\ , = :
! & —

/ /
y W Przyklady algorytmu obliczeniowego
/ . . . .
) "'_/“,_/J_w Metoda babilonska obliczania
. ORY pierwiastka n't*9 stopnia
o) Wyznaczajac: x = a,

Poszukuje sie rozwiazania rodwnania:
fx) =x"—a=0
Z metody Newtona:

f(xu) \a

X = X(k) —
(k+1) (k) f’(x(k))

__g—o—o—o—
o«
Vg



/

Jo

_/f; | Poniewaz:
| £'(%a) = pan-1 |
-/ otrzymuje sie -
a
- X(k+1) = (n—1Dxg + xn—l] B
(k)
x =10 x =310
1 “ L PO
X(k+1) = 2 X(k) T % X(k+1) = 3[ X (k) x%k)
Dla x(o) =3 Dla X(O) = 2
B 17 10 17 10
x(l)—23+?]~3167 X(1)=§4+le2167
13167+ 10] 3,162 1
X(z) —2 _ - 3 167 ~ 9, X(Z) —522167-'_21672] ~ 2.154
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i pierw.sci (C:\Users\mlanc\M&j dysk\DYDAKTYKA\Metody numeryczne\_Poprawione Wykfady\kody\w1\pierw.sci) - SciNotes = O X ]

Plik Edycja Format Ustawienia Okno Wykonaj 7

<‘) 1

i gl

<

L

CEEEXE A0 2EL|DD &K @O

*pierw.sd X

dllclear; -clc; -clf

1 [function w=pierw(x,n,c)

2

3 |endfunction

5 |disp('Program-liczy-wartos¢-pierwiastka -n-tego-stopnia-liczby-x'"):

6 lnazwa=["'1"];

7 |kolor=[1]:

8 |[wynik=[0];

9 |for 1=1:5;

10 X=input ('X="):

11 A=input ('wykladnik -A="):;

12 wynik (i)=pierw(X,A,1i):

13 nazwa (i)='Pierwiastek- - '+ string(A) + '—-stopnia-liczby-' + string(X)
+ '-=-'" + string(wynik(i)):

14 kolor (i) = 1;

15|end

16|legend (nazwa) ;

17|disp (nazwa) ;




5:] S

B pierw.sci (C\Users\mlanc\Méj dysk\DYDAKTYKA\Metody numeryczne\ Poprawione Wyktady\k... =

Plik Edycja Format Ustawienia Okno Wykona; ?

O

X

CEREF S A0 |DD &KX O
pierw.sci (C:Wsers\mianc\M6j dysk\DYDAKTYKAWMetody numeryczne\_Poprawione Wykiady\kody\w 1\pierw.sci) - SciNotes
pierw.sd 3
1 |[function w=pierw(x,n,c)
2 a=[1]:
3 k=1;
4 =abs (x—-a”n) ;
5 while d>=0.000000001
6 k=k+1;
7 afk)=(1/n)*{(n-1)*a{k-1)+x/(a(k-1)"{n=1)))?
8 d=abs (x-a (k) *n) ;
9 end
10 t=1linspace(l,k,k):
i i plot2d(t,a, [e]l):
12 e=gce () ;
13 e.children.thickness=3;
14 w=a (k) ;

15|endfunction

Linia 15, kolumma 1ll. funkcja 'pierw' w wierssu 14.
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L

X=10

wykladnik A=3

X=25

wykladnik A=4

X=36

wykladnik A=2

X=125

wykladnik A=3

X=512

wykladnik A=8

"Pierwiastek

"Pierwiastek

"Pierwiastek

"Pierwiastek
"Pierwiastek

3-stopnia
4-stopnia
2-stopnia
3-stopnia
g-stopnia

liczby
liczby
liczby
liczby
liczby

"Program liczy wartosS¢ pierwiastka n-tego stopnia liczby x"

10 = 2.1544347"
25 = 2.236068"
36 = &"
125 = 5"

512 = 2.1810155"

Plik MNarzedzia Edycja

+ Okno graficzne numer 0

?

DR DY H| O

Okno graficzne numer 0

—— Pierwiastek 3-stopnia liczby 10 = 2.1544 347

—— Piarwiastek 4-stopnia liczby 25 = 2.236068
Piarwiastek 2-stopnia liczby 36 =6
Piarwiastek 3-stopnia liczby 125=5

— Piarwiastek 8-stopnia liczby 512 = 21810155




\
Wzdr Taylora situzy do przedstawienia N
wartoéci funkcji w otoczeniu pewnego punktu . 7

= i Xo za pomoca wielomianu oraz skiadnika e

okreslajacego biad przyblizenia.

4

() = T(x) + Ry(x) »

= £ (k) (n+1)
=Y g =G e
k=0

-/__/
_/__

(n+1)!
Wielomian Taylora Reszta Lagrange’a

, gdzie ¢ jest pewnym punktem znajdujacym sie miedzy Xp i X.

Pozwala zastepowaé¢ trudna funkcje 1lub

zaleznosé prostszym wielomianem oraz
kontrolowa¢ bitad tego przyblizenia.




[ A\
'S | W odniesileniu do wzoru Taylora rozpatruje A\
/S / ,sie trzy pojecia: —& -

—wielomian Taylora siuzy do obliczania przybliieﬂzé7

n

(k)
o To(x) = Z /o) (x — x0)" 8

k!
k=0

* wzdér Taylora situzy do oceny biedu tego przyblizenia,

f(X) — Tn(x) + Rn(x)

* szereg Taylora siuzy do teoretycznego przedstawienia

funkcji jako nieskonczonego rozwiniecia.
COo

(k)
f(x) = Z / k(!xO) (x — x0)¥ ;.
=t




/

L Szczegdlny przypadek (uproszczonej postaci)

g
/ / ,wzoru Taylora przy x,=0 — wzér Maclaurina. NN
__/— n —\_

f(k)(o) f(n+1)(f) .
= F )
Wielomian Maclaurina f(x) ~ Z f k!(O) xk

k=0

Kk
[0
k!
k=0

Ma to duze znaczenle numeryczne, ponliewaz dzliatanla na « ) Wworimowmm
wlielomianach — dodawanie 1 mnozenlie — s dla komputera O

(0.0)

Szereg Maclaurina f(x) = z

znacznie prostsze niz bezpodrednie operowanie 1 on
. . B _ |
abstrakcyjnymi funkcjami typu sin(x), e*czy In(x).



/

A\
L Najwazniejsze zastosowania .
/ —
wzoru Taylora:
- oru Taylora -

* Przyblizanie wartosci funkcji w otoczeniu znanego punktu

* Szacowanie bledu przyblizenia dziekil reszcie Taylora.
Mozemy wiec okreslié¢, ile wyrazdédw szeregu trzeba uzyé, aby\
osiagnac¢ zadana dokitadnosc.

* Wyprowadzanie wzordw rdézniczkowania numerycznego.

* Wyprowadzanie wzordw catkowania numerycznego, np. metod
Newtona-Cotesa. Wielomian aproksymujacy funkcje jest tatwy
do scatkowania.

* Budowa metod rozwiazywania réwnan nieliniowych. Metoda
Newtona wynika z liniowego przyblizenia Taylora:

* Rozwiazywanie roéwnan rézniczkowych. Metody Fulera i
Rungego-Kutty mozna interpretowa¢ przez odpowiednie
przyblizenia wynikajace z rozwlniecia Taylora.

* Analiza dokitadnosci metod numerycznych.

\.



jj Przyktad: rozwiniecie funkcji

- Dla funkciji: f(x) = sin(2x)

/
— Kolejne pochodne maja postac:

f'(x) = 2cos(2x)
f'(x) = —4sin(2x)
f'""(x) = —8cos(2x)
f®(x) = 16sin(2x)
) (x) = 32cos(2x)
f©)(x) = —64sin(2x)
f(x) = —128cos(2x)



/

j: ~ Przykiad: rozwiniecie funkcji

Wy

~ s~/ Dla funkcji f(x) =sin(2x) i x9=0 -

Kolejne pochodne przyjmuja wartosci:
f'(xp) = 2cos(0)=2

f'""(x9) = —8cos(0)=-8

) (x0) = 32c0s(0)=32

7 (x9) = —128cos(0)=-128

Rozwiniecle w szereg Maclaurina:

£ (0) Sk 0 8 0 4,32 5,0 , 128

f(x)~k2=;) o O+2x+5x —ax ML AT E M TaE
8 32 128

sin(2x) = 2x ——x3 + —x° x’

3! 5' 7!

7

J )



Przyktad: rozwiniecie funkcji
~ Dla funkciji f(x) =sin(2x), xg =0 i x = %
8 32 128
: 9y _>.3,°2% 5 7
sin(2x) = 2x T + T X
stopien | przyblizenie biad
1 1,047197551 0,19139677
3 0,855800782 0,010494502
5 0,866295284 0,000274012
7 0,866021272 4,17344E-06

sin(2x) = 0,866025404



/

V=

'~ Reprezentacja liczb

s~ System pozycyjny to sposdb zapisu liczb, w —
ktébrym wartos¢ danej cyfry zalezy od Jjej
-/ potozenia w zaplsie liczby oraz od podstawy \

—systemu. =
Posta¢ zmiennoprzecinkowa (zmiennopozycyjna) to

sposdb reprezentacji liczby w systemie pozycyjnym, Ww
ktérym poiozenie przecinka jest okreslane przez
wyktadnik potegi podstawy systemu.

-
s

Niezerowa liczba zmiennoprzecinkowa ma postac:
S — bit znaku

— (_1)\S e M - czeSC znaczaca (mantysa)
£ = ( 1) m ﬁ B - podstawa systemu
e

- wyktadnik (cecha)



—/__/
f

- System binarny - IEEE 754
_/—'x: (_1)S.m.26

-
—\_

W systemach komputerowych liczby przetwarzane

J;~ sa W postacl binarne] zmiennopozycyjnej - liczby a*\
maszynowe. Standard opisuje dwie postacie.
Znak Wykitadnik Czesé
Format
S e utamkowa m

32-bitowy 1l bit 8 bitdow 23 bity
64-bitowy 1 bit 11 bitodw 52 bity

Wyktadnik liczby 32-bitowe] moze przyjmowac

wartosci w zakresie [-126,127]. Zapis na 8-bitach

pozwala na zapilsanle liczby w zakresie [0,255] poprzez

wprowadzenie korekty [ec+127].



S V-
-/”’\ / Typ Bit znaku Cecha Mantysa Wartosé \ /"“\-
—~~_é/—/ 0 0 0000 0000 [000 0000 0000 0000 0000 0000 0.0 \—\é——
/ 0. 1 0000 0000 |000 0000 0000 0OOOO 0000 0OOO -0.0 \
d/ 1 0 0111 1111 |000 0000 0000 0000 0000 0OOO 1.0 \-
1/ -1 1 0111 1111 |000 0000 0000 0000 000OO 0OOO -1.0 O

Najmniejsza

niedomiarowa liczba

/

WA Srednia niedomiarowa

12—23 X 2—126 —_ 12—149

~ +£1.4%x10°4°

+2-1 x 2-126 = 492-127

liezba +5.88%x10-3°
Najwieksza +(1-2723) x 27126
niedomiarowa liczba +1.18%x10-38
e i et * 0000 0001 [000 0000 0000 0000 0000 0000 | +2-126 ~ +1.18x10-38
znormalizowana
i i + (2-2-23 127 o |
Najwieksza liczba * 1111 1110 [111 1111 1111 1111 1111 1111 | *(37277) X 2
znormalizowana +3.4%x10
oo 0 1111 1111 [000 0000 0000 0000 0000 0000 oo
—— 1 1111 1111 [000 0000 0000 0000 0000 0000 —
Wartosé nieokreslona * 1111 1111 Nie same zera NaN




-

A\ 4 :%4; y —Q — | f r
”f_/ w_ i i / = )

m» ,~ Procedura przeliczania liczby

/

—
/
/
/

et

e Y

1.

— ~  z systemu dzliesietnego na

<

binarny zmiennopozycyjny.

Zaplsanilie liczby w systemie dziesietnym w
postaci liczby zmiennopozycyjnej] o podstawie 2

. Okreslenie wartosci wykitadnika e 1 mantysy m
. Konwersja wartosci wykitadnika e na system

binarny

. Konwersja wartosci mantysy m w na system

binarny

. Zaplsanilie liczby w postaci binarnej

Zmlennopozycyjnej



:;fPrzyklad: konwersja liczby 125.51:

T g
125.5 x 20

‘62.75 x 21 i
31.375 x 24 mantysa m=0.9609375
15.6875 x 23 wykladnik e=6+127=133
7.84375 x 24 Dbit znaku z=0
3.921875 x 2°
1.9609375 x 26

Powtarzanie dzielenia przez 2.



:;fPrzyklad: konwersja liczby 125.51:

-/ zapisanie binarnej postaci mantysy -
0.9609375 X 2 = 1,921875 - 1

/~O.921875 X 2 = 1,84375 - 1 D
0.84375 X 2 = 1,6875 - 1
0.6875 X 2 = 1,375 - 1
0.375 X 2 = 0.75 - 0
0.75 X 2 = 1,5 - 1
0.5 X Z = 1,0 - 1
0 X 2 = 0 - 0

11110110000000000000000



:;fPrzyklad: konwersja liczby 125.51:

/zapisanie binarnej postaci wykiladnika .-
133 div 2 = 66; 133 mod 2 =1 - 1

‘ /66 div 2 = 33; 66 mod 2 = O L0 >
33 div 2 = 16; 33 mod 2 = 1 - 1
16 div 2 = 8; 16 mod 2 = 0 L0
8 div 2 = 4; 8 mod 2 = O L0
4 div 2 = 2; 4 mod 2 = 0 - 0
2 div 2 1; 2 mod 2 = 0 - 0
1 div 2 = 0; 1 mod 2 = 1 L1

10000101



//:/ Przyktad: konwersja liczby 125. 5\}\

_/— . . 1
Ostateczne liczba 125.5 ma postac

Y, binarng zmlennopozycyjna 32 bit: \

125.5=
0 10000101 11110110000000000000000

S e m

x:(—l)s.m.ze



/

V' m —t
~ /Przyktad: konwersja na postac . —
- dziesietng -

, 1 10001100 10011110010010100000000 .

== 76 543210 =

Przeliczanie wyktadnika e=10001100
Cc=2%+2°+27-127=4+8+128-127=13

Przellczanle mantysy
1234567 8 910 11 12 13 14 15

m=100111100100101
m=1+2"14+2744+27>+2704277+2710427134+271>
=1,618310650390625




/

S m | . -
~ /Przyktad: konwersja na postac . —
ol dziesietnag -

o \.

1 10001100 10011110010010100000000
po konwersjl wynosi:
(-1)% X m X 2¢ =
=(-1)t x 1,618316650390625 X 23 =
=-13257.25



Ograniczenia

*Nie kazda liczbe da sie przedstawilic¢ w
postacl zmiennopozycyjlnej] bitowe] o
skonczonym rozwiniecilu.

*LLiczba 32 bitowa ma 23 bity mantysy
*Liczba 64 bitowa ma 52 bity mantysy

* Powoduje to ze zapls na mozliwie
bliska liczbe maszynowa jest
obarczony biedem.



:?fPrzyklad: konwersja liczby 0.0lt%

~0,01x20 N
v 0,02x2"1 \-
0,04%x2°4
0,08x%x2"3

-4
0 16X2_5 mantysa m=0.28
0,32X2™  yyktadnik  e=-7+127=120
0,64%X27° pit znaku  z=0
1,28%x27



L Przyktad: konwersja liczby 0.01 R
r -

‘'zaplsanlie binarnej postaci mantysy.jg

2

e
N,_\O&oooqowmpbwmn—\H

0,28
0,56
0,12
0,24
0,48
0,96
0,92
0,384
0, 68
0,36
0,72
0,44

0,56
1,12
0,24
0,48
0, 96
1,92
1,384
1,608
1,36
0,72
1,44
0,38

0

OHROKFRKFHFRFHEFFRLOOOHR

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

01000111101011100001010

0,388
0,76
0,52
0,04
0,08
0,10
0,32
0, 64
0,28
0,56
0,12

1,76
1,52
1,04
0,08
0,10
0,32
0, 64
1,28
0,56
1,12
0,24

1

O ORFRPFOOOORKHRH



-F/Przyklad: konwersja liczby 0.01
o N M\,

/zapisanie binarnej postaci wykiladnika .-
120 div 2 = 60; 120 mod 2 = 0 - 0

‘ /66 div 2 = 30; 60 mod 2 = O L0 >
30 div 2 = 15; 30 mod 2 = 0 L0
15 div 2 = 7; 15 mod 2 = 1 o1
7 div 2 = 3; 7 mod 2 = 1 - 1
3 div 2 = 1; 3 mod 2 = 1 o1
1 div 2 = 0; 1 mod 2 = ] — ]

0 01111000 01000111101011100001010
0,00999999977648258



\

{
4/ Przepeinienie — overflow S W
o 7 ) Przepeinienie wystepuje, gdy wartosc bezwzgledna\\ "
=7 wyniku jest wieksza niZz najwieksza skonczona liczba:j¥—
jaka mozna zapisac % danym formacie
, zmlennoprzecinkowym. \

‘Dla 32-bitowego IEEE 754: Xmax = (2 —2723)2127 ~ 3,403 - 1038,

_xmax cee () oo xmax
granica granica

Wynik: X > Xpax albo x < —xpax ~Wypada” poza reprezentowalny
zakres.

W IEEE 754 skutkiem moze byc¢: 4+ lub —oo,
(2-103%)-(2-103%®) =4-107°.
Matematycznie wynik jest poprawny, ale dla f£loat32 jest
zdecydowanie za duzy.



[
/" /'Niedomiar — underflow

e Niedomiar dotyczy wyniku 0 tak matej wartodci

—bg}wzglednej, ze format zmiennoprzecinkowy nie jest jué—kh
stanie reprezentowac¢ go jako zwykitej liczby normalnej, a

'/ przy jeszcze mniejszej wartosci moZe nie by¢ w stanie @\
—/ reprezentowac¢ go jako liczby niezerowej. —

-
—~

Dla float32 najmniejsza dodatnia liczba normalna wynosi:
Xminnorm = 27126 ~ 1,175 10738,
IEEE 754 przewiduje jeszcze liczby subnormalne. Najmniejsza
dodatnia liczba subnormalna wynosi:
Xminsub = 27 1%% &~ 1,401 - 107*>,
Mozemy wiec podzieli¢ okolice zera na trzy obszary:

0 — PN

xmin,norm Xmax

\/ -/
subnormalne normalne

0< 2—149 < 2—126 < e (2 _ 2—23)2127

Liczby subnormalne majg mniejsza precyzje wzgledng niz liczby normalne, ale
ograniczaja nagite przejscie od najmniejsze]j liczby normalnej do zera.



\

{ = = = =
/" Epsilon maszynowy i jednostka zaokraglenia .

~/ ‘. Epsilon maszynowy jest odlegfoscia pomiedzy liczba - / -
/1 a najmniejsza liczba reprezentowalna wiekszg od =\
1 w danym formacie.

/ W $rodowisku Scilab epsilon maszynowy jest dostepny jako \
%eps. Dla formatu 64-bitowego jego wartosé¢ wynosi okoito:

£ =272~ 2,220446049250313 - 10716

Przy zaokraglaniu do najblizszej liczby jednostka

zaokraglenia jest rdwna:

1
= — =2_53
u 28

Odlegtos¢ miedzy sasiednimi liczbami maszynowymi zalezy od
wykltadnika. W poblizu duzych wartos$ci odstep jest wiekszy
niz w poblizu zera. W konsekwencji moze zachodzi¢ M+d=M
w arytmetyce komputera, mimo ze d#0, jezeli M jest
dostatecznie duze w pordwnaniu z d.



’ Pojecie = x = 10,000 V. F
Btad oznac %=9990 V &
/7 lub zmierz ’ '
Jako dokiaBla,d bezwzgledny:
Jezeli x jes e.ps = 10,000-9,990 |=0,010 V |
'/ to biad bezy: OFazZ btad wzgledny: |
110,000 — 9,990 B 0,010

a dla x#0 b °rel = 10,000 10
X=X

=0,001=0,1%

e =
rel |X|
Dla wartosci dokiadne] rdéwne] zero biad wzgledny Jjest
niezdefiniowany. W poblizu zera moze by¢ rdwniez mato uzyteczny.
Nalezy woéwczas stosowa¢ biad bezwzgledny lub normalizacje
wzgledem ustalone] skali charakterystycznej x,,.:
|x — x|

eznorm —

Xsk



/

L Pojecie niepewnosci
= / Niepewnos¢é jest miarg uzasadnionego braku wiedzy o
—/ wartosci wielkosci.

-
—_
—\_

y Mozna Ja rozumiec¢ jako informacje o tym: jak dokitadnie N
jestesmy w stanie okresli¢ wartosé¢é i w jakim zakresie moze '

znajdowaé¢ sie wartosé rzeczywista.

Zaktadajac przy pomliarze naplecla odczyt:
U= (10,00 %+ 0,05) V.

Jezell prawdziwe naplecle wynositoby:
Udok% —_ 10,02 V,

to rzeczywilisty btad pomiaru wynositby:
e.ps =| 10,00 — 10,02 |= 0,02 V.

Natomiast niepewnos$¢ nadal mogtaby wynosié¢: 0,05 V.

Czyli btad =0,02V oraz niepewnos¢ = 0,05V



g Klasyfikacja bieddw g
=

ﬁ ‘1.Btad danych - Rozbieznos¢ pomiedzy y
-y .. . C L . . . S\
wartosciaml wejscliowyml a wartosciamil
p odpowiadajacymi przyjetemu modelowi. Zrdédiem

4 sa miedzy lnnyml niepewnoscil pomiardw,
tolerancje elementdw 1 zaokraglenia danych
katalogowych.

2.Btad zaokraglenia - Wynika ze skonczonej
liczby cyfr reprezentacjl oraz z zaokraglania
wynikoédw dziatan posrednich. Moze sie kumulowac
1 wzmacniac.

3.Btad obciecia - Powstaje, gdy proces
graniczny zastepuje sie skonczonym
przyblizeniem, na przykiad po obcieciu szeregu
Taylora lub zastosowaniu niezerowego kroku.



/

L Klasyfikacja bieddw g

—\_
4 .Blad iteracyjny - ROznica pomiedzy biezacym

¥ przyblizeniem a granica ciagu 1teracyjnego.
o Zalezy od tolerancji, kryterium zakonczenia 1

liczby 1teracji.

5.Btad modelu - Rozbieznos¢ wynikajaca z
uproszczen opisu fizycznego. Nie jest biedem
numerycznym 1 czesto dominuje nad nim.

6.Btad reprezentacji - Powstaje wtedy, gdy
liczba matematyczna nie moze by¢ dokitadnie
zaplisana w skonczonym formacie maszynowym 1
komputer musi zastapi¢ ja najblizsza liczba
reprezentowalnsa.

\



/

/4 / Utrata cyfr znaczacych

» fﬂ /Utrata cyfr znaczacych wystepuje wtedy, gdy
—/ﬂtodejmujemy od siebie dwie bardzo bliskie 1liczby,

ktore wczesniej] zostaty juzZz zapisane lub obliczone

/ z pewnym btedem.
—' Poniewaz wynik odejmowania jest mata rozZznica dwoch
duzych, podobnych wartosci, wczesniejsze niewielkie
btedy moga stac¢ sie bardzo duze wzgledem wyniku.

d=x-—y
XYy
X =x + Ax, y=x+Ay
d=%—-9=(x+Ax) - (y+Ay) = (x — y) + (Ax — Ay)

: ’ Ad Ax—A
Bitad wzgledny obliczen: &?l=lm%==uiﬂjl

JJ



Utrata cyfr znaczacych

/ Przyktadowo: x =1000,001, y =1000,000.
Zatem:
d=x-—vy=0,001.

Zaktadajac ze obliczenia obarczone sa biledami:

X =1000,002,
y = 999,999,
Biedy operanddw sa niewielkie:
Ax = 0,001, Ay = —0,001.
Jednak wynik:
d = 1000,002 — 999,999 = 0,003.
Zamiast 0,001 otrzymano 0,003.
Biad bezwzgledny wyniku
eq.ps = 10,001 —0,003| = 0,002
Biad wzgledny obliczen

e
erel = 8’651 =2 = 200%

J o



/ \

/" / Uwarunkowanie zadania "

Uwarunkowanie opisuje wrazliwosé rozwigzania zadania
-ﬂézematycznego na niewielkie zaburzenia danych wejéciow};ET
Jest witasciwoscia zadania, a nie algorytmu
/ anl programu. \

W zadaniu dobrze uwarunkowanym mate wzgledne =zaburzenie
danych powoduje mala wzgledna zmiane wyniku. W zadaniu zle
uwarunkowanym mate zaburzenie danych moze wywoilac¢ duzag
zmlane rozwlazania.

Za miare uwarunkowania najczescile] przyjmuje sie wskaznik
uwarunkowania. Dla funkcji jedne] zmienne] y=f (X)

) xf'(x)

Ke(Xx) =

d f(x)

K mate (bliskie 1) - zadanlie dobrze uwarunkowane

K duze - zadanie Zle uwarunkowane, silne wzmocnienie biledodw



e Stabilnosé¢ algorytmu

7 , Algorytm jest stabilny w senslie analizy wstecznejf\ N
-gégeli. jego obliczony wynik mozna 1interpretowacd jaEBx-
doktadne rozwlazanle zadanlia O nleznacznle zaburzonych

/ danych. L
uwarunkowanie: jak bardzo rozwiliazanie matematyczne reaguje na

zmlane danych?
stabilnosé¢: jak duze dodatkowe zaburzenie wprowadza sposdb
prowadzenia obliczen?

Zadanie Algorytm Interpretacja:
Dobrze Stabilny oczekiwany wynik doktadny, ograniczony gidwnie
uwarunkowane jakosécia danych i precyzja obliczen
Dobrze Niestabilny mozliwa duza utrata doktadnosci spowodowana
uwarunkowane algorytmem
Zle Stabilny algorytm nie pogarsza nadmiernie sytuacji, ale
uwarunkowane wynik pozostaje wrazliwy na dane
Zle niestabilny |naktadaja sie wrazliwo$é zadania i biedy procesu
uwarunkowane obliczeniowego
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Residuum, biad rozwiazania

Weryfikacje poprawnego rozwlazania ukitadu =
réwnan liniowych (Ax =b) mozna przeprowadzié
w oparciu o wektor residuum (r =b — AX) .

Blad rozwiazania jest wektorem (e=x-—X),
gdzlie x Jest rozwiazanliem dokiadnym.

e=A"1.r

Praktyczna miarg doktadnos$ci rozwilgzania jest
wzgledne znormalizowane residuum.

Ib — A%||
[All - %] + [[bl

7=

-
—~



/ A\
L Koszt obliczen N\
'a-—{ e
~/ Koszt obliczern jest miara nakitadu zasobow N\
obliczeniowych potrzebnych do wykonania algorytmu

< 1 osiggniecia wyniku o wymaganej jakosci. M

W metodach numerycznych koszt obliczen moze obejmowac
przede wszystkim:

* liczbe operacji arytmetycznych,

* liczbe iteracji lub krokdédw metody,

* liczbe wywoian funkcji,

* czas wykonania,

* zuzycle pamliecl.



/" / Minimalny protoké:t weryfikacji wyniku

Y =D Kazdy wynik numeryczny nalezy opatrzyc B
g L

informacja umozliwiajaca ocene Jjego wiarygodnosci.

<_ Zalecany protokdi obejmuje nastepujace kroki ;\'

Dane wejsciowe. Poda¢ wartosci, jednostki, zakresy
oraz dostepne informacje o niepewnosci.

Model. Wskazac¢ przyjete zatozenilia 1 pominiete
zjawliska fizyczne.

Metoda. Poda¢ nazwe algorytmu 1 jego najwazniejsze
zatozenia.

Parametry. Podac¢ krok, tolerancje, punkt
poczatkowy, maksymalng liczbe i1teracji 1 uzywana
precyzje.



'Minimalny protoké: weryfikacji wyniku

__/— —\_
Miara jakosci. Obliczy¢ btad, residuum, bitad
wsteczny lub inna uzasadniona miare. \.

Badanie czulosci. Zmienié krok, tolerancije, precyzije
albo lekko zaburzy¢ dane.

Uwarunkowanie. Oceni¢ wrazliwos¢ zadania, jezeli
moze wpiywa¢ na interpretacje wyniku.

Koszt. Podac¢ liczbe iteracji, krokdw, wywoian
funkcji lub czas obliczen.

Wniosek fizyczny. Oceni¢, czy dokiadnos¢ numeryczna
Jjest adekwatna do modelu 1 danych.
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Rachunek macierzowy
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-
,1.Macierze, wektory 1 skalary A

2.Typy macierzy
3.Podstawowe dziatanla maclierzowe N
4 .Transpozycja 1 sprzezenie
S.Wyznacznik macierzy i/ e
6.Rzad macierzy )R

113 X, b,
13| x=|x2| b=|by
33 x3 bs
1n a2 a3
7 . d t ay axp axp|#0
a- C e r O r O a_ 31 A3 433
.Macierz " N =
A \ :
—— /
/’,/ﬂ
| |/ = 3
(. .r_) Ax [

8.Wartosci wiasne macierz
10.Implementacja rachunku macierzowego

- ‘ // e : .
/

det(A) =

x

9.Normy wektordw 1 maclierzy



Skalar to pojedyncza wartos¢ liczbowa,
nie ma kierunku ani wielu skitadowych.

&=\
N

\.

Wektor to uporzadkowany zbidr liczb, czyli
sktadowych. Wektor moze reprezentowac np.
punkt w przestrzeni, kierunek, zestaw
niewiadomych albo residuum dla wielu rdéwnan.

WEKTOR

uporzadkowana n-tka skalaréw

< p—— [’ Macierz to prostokatna tablica liczb
</ )

an Az Qi3
/
/ A:
//

M@M% utozonych w wiersze 1 kolumny. Macierz m X 1
e jest wektorem kolumnowym, macierz 1 X n jest
wektorem wierszowym, a macierz 1 X 1 mozna
utozsamiac¢ ze skalarem. Macierz jest
kwadratowa, gdy m = n.

MACIERZ

uporzadkowana tablica elementéow



el
/

N

Najwazniejsze rodzaje

/ . macierz zerowa 0, ktdorej wszystki
. macierz jednostkowa I, majaca jed
przekatne];
. macierz diagonalna D = diag(d,,
. macierz trdéjkatna dolna L, dla ktd
. macierz trdjkatna gérna U, dla ktérej u;; = 0 przy i > j;

torej] elementy ni
lerajaca niewlie

brej elementami
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/' Podstawowe dziatania macierzowe

_/—-' Dodawanie jJest okres$Slone wytacznie dla -~

maclerzy o tych samych wymiliarach
C:A+B, cij=al-j+bl-j
— * Mnozenle przez skalar o ¢j; = aaq;;j.

e Tloczyn C =A-B jest okreé$lony dla A € C™" i
A€eC*™P, Wynik ma wymiar m X p, a jego
elementy

Wynoszag

n

Cij = 2 Ak by j

k=1
Element ¢;; jJest iloczynem skalarnym i-tego

wlersza macilierzy A 1 j-te] kolumny macierzy B.



/ \
; - Podstawowe dziatania macierzowe 1

-y L

* Mnozenlie maclerzy jest taczne 1 rozdzielne
wzgledem dodawania:
(AB)C = A(BC)
A(B+C)=AB + AC
ale na ogdt nie jest przemienne:
AB # BA

* Jeden z 1loczyndw moze by¢ okreslony, a drugl nie.
* Kontrola wymiardw powinna poprzedzac
kazde mnozenie.

/
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A=1]3
| —2

Transpozyc

/

(A")ij = aj;
-4 1
4 1|, A'=
3 2

/
~/ Macierz transponowana A! powstaje przez
zamliane wierszy z kolumnami:

2 3
—4 4
L1 1

-

Jja macierzy

-2

3

2 .

Rzeczywlsta maclerz kwadratowa jest symetryczna, jezell

A=AT

_ a
/
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Transpozycja maclierzy

Dla macilerzy zespolonej] zazwycza] stosuje sie
transpozycje ze sprzezenlem

A" =AT

macierzy, a nastepnie dokona¢ transpozycji.

2+
3—2j

-2+ 2j

—4+2j 1—j

—2j
3+ ]

1=y

2]_

A_T

2
—4 — 2j
1+

3+ 2j
2j
1+

-2 —2j]
3+

_ a
/

Nalezy policzy¢ wartosci sprzezone wszystkich elementdow
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sprzezonej,

Y
Transpozycja maclierzy

Macierz zespolona jest symetryczna,
hermitowska, jezell jest rdéwna macierzy
transponowanej.

/

A=A" = AT

Nalezy policzy¢ wartosci sprzezone wszystkich elementdow

macierzy, a nastepnie dokona¢ transpozycji.

3
—4 — 2j
1+

—4+2j 1-—j]
-5 3—j
3+ 8

AH

3
—4 — 2j

1+

—4+2j 1-j
-5 3—j
3+ 8

-

_ a
/
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V=

el Wyznacznik macierzy

~ s~ Wyznacznik |A[=det(A) Jest skalarem =
przyporzadkowanym maclierzy kwadratowe].

-
s

Y \&
- |A|=det(A)=l‘C‘ Z]=_ad—bc=[g 12]=4-1—(—2)-5=14 =
a b c
|A| = det(4) =|d e f|= (aei+ dhc+ bfg)— (ceg + bdi + fha)
g h i
q1 2 3
|Al =det(A) =14 5 6|=(1-5-94+2:-6-7+3:-4-8)

7 8 9

—(3-5-74+1-6-8+2-4-9) =225—225 =0

Dla macierzy rzedu wyzZszego n22 :
|A| = det(A4) = (—1)1+1a1,1det(A1,1) + o+ (—1)1+"a1,ndet(A1,n)
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/

Wyznacznik macierzy

Algorytm Gaussa obliczania wyznacznikow,
macierzy kwadratowych stopnia n22

a4 det

A1 A12 A1n’
A1 a2 A2 n
= det(4) = det| . ; :
An1  QAp2 An,n
= Qjj — Q1A
T a2
1 Vi
a1
= Qa11 det |0 Az — A 1Aq,2

0 An,2 — Ap1a12
Ao — Q210412

Ap2 — Ay 1a12

dla
l a1,1¢0 e
1 aq,2 A1n T
aq,1 ai,1
= a, ,det A1 Q22 A2 |=
_an,l an,z an,n_
A1n
a1

Ayn —A21A1n

Ann — An,1A1 nd

az,n _ a2,1 al,n

Apn — Ap,1A1n

-
s



Ve : : -
s Wyznacznik macierzy &~
/- 2 4 -3 2 1 = %] -

|A| = det(A) = det 3 -4 2 2]_ 2det|3 —4 2 2|=
Y 2 -1 2 1 9 -1 2 1 \.
= 4 2 -4 1 4 2 -4 1 =

Azq = Q71 — Q117 =3—-3-1=0
a’2’2 — a2,2 — a2’1a1’2 —_— _4 — 3 . 2 —_ _10

, -3 13
Ap3 = Qp3 —Ap1Q33 =2 — 3 "o N B3
a’2,4 —_ a2,4 - a2’1a1’4 —_ 2 — 3 . 1 —_ _1 -1 2 _15 1 -

— 2det 0 -10 65 -—1|_

0 -19 155 -8
0 -6 2 —3
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V=
e
|A| = det(4) = 2det
,
B 1
(2 (—10))det |-19
L —6
3.15
(—20)det ~19
(—63)det

0
0

10

Wyznacznik macierzy
1

_210 _6155 _11 —10 65 -1
1o ice _g|72det —_169 152.5 :g
-6 2 =3 ' '
—-0.65 0.1° 1 —0.65 0.1°
155 —8|=(-20)det|0 3.15 -6.1
2 -3 0 -19 -24
61 ' 122
o] = (-20-3.15)det 1 === =

| -19 -24.

122

~ 3 383

36833 :(_63).<_E):383

63
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7
‘ﬂ\_/—/ ‘ 1 |clear;clc;

A A2 |x=macierz(2);

43 |disp (x) ;

44 |disp ("'Wyznacznik macierzy X="'+ string(det(x))):;
o 45 |\ k=wyznacznik (x);

46 |disp ("Wyznacznik macierzy X="+string(k)):;

function A=—macierz(S)

r=input ('Podaij -liczbe wierszvyv="):
k-

for 1=1:r

1
2
3
4
S5
S}
7
8

for Jj=l:r
A(i,])=-8S+trand()*2*8S;
end
end
endfunction

S



W =] 3 M o W N

el et el i i i
W =l oy U W O

w=1_1;
k=0;

end

if 1

else

end

r=size(X,"r");
while r>1 do
r=size(X,"r"):

for

end

for

end

|function w=Wwyznacznik (X)

c=size(X,"c"):
w=w*X(1l,1);
for 1=1:r

then
j=1l:c
Y (i,7)

j=1l:c
Y(i,7)

20 clear ¥;
21 for 1=2:r
29 for j=Z2:c
23 X(i-1,3-1)=Y(i,3): \
24 end
25 end \'
26 k=k+1;
27 1f r>1 then
28 disp('Etap: - "+string(k)): \
29 disp(X):
= X(i,3) /30 =nd
31 end
32 |endfunction
= X(1,3) - (X(1,0)*Y(L,]3))/¥(L,1):




Poda]j liczbg wierszy=4

-2.80024%
—-0.7511873
-1.1243108
-3.166975¢6
"Wyznacznik
"Etap: 1"
1.7602055
-3.8314561
-2.5696172

"Etap: 2"

0.26l15862
—-5.8037307

"Etap: 3"

—-1597.3808%5

"Wyznacznik

2.54859913 -0.
Z2.480402 -2.
-2.8080262 q.
0.3131%5e -3.

macierzy X=254.

-2.2870748 -4.
5.2398833 1.
-2.9649652 q.

-8.8121408
—-1.8686631

macierzy X=254.

9106212
2443631
8742654
45485473

45536e"

6520227
313%6l6
9225427

45536e"

31592037
T322111
. 1858001
.2615354

s L L3 P

"Wyznacznik macierzy X=383"

"Etap: 1"
-10. 6.5 -1
-19 15.5 -8
-6. 2 -3
"Etap: 2"

3.15 -o.l1
-1.5 -2.4
"Etap: 3"
-6.075%3651

"Wyznacznik macierzy X=383"

(S e S5 R o8




/"' Wyznacznik macierzy S

g L\
Wyznacznik macierzy trdéjkatnej gdérnej i
/ ,dolnej, niezaleznie od stopnia macierzy.
 réwny jest iloczynowi elementédw znajdujacych

sle na przekatne] macierzy.

2 3 5 7
_ _ 0 -8 3 1| _5  av.2.(-1)—
|A| = det(A) = det 0 0 3 3 =2-(—8)-3-(—1) =48
0 0 0 -1




Wyznacznik macierzy blokowej

- s~/ Wyznacznik macierzy blokowe] zalezy —
od jej] struktury.

J -
o o

/ , Macierz blokowo-diagonalna N
. A s
M=1o bl
det(M) = det(A4)det(D)|.

1 2 0] _
Przyklad: M=|3 4 0|= [61 g )
0 0 5. _

A= [; ﬂ,p = [5].

det(4) =1-4-2:-3 =-2,
det(M) = (-2)-5=-10



4 A\
//: - Wyznacznik macierzy blokowej }\
—~/Macierz blokowo-tréjkatna O\~
u=[A B
J_H 0 D Hm&
1A 0
M_[C D!’

det(M) = det(A) - det(D) |
Czyll blokil poza przekatna nie wpitywaja wtedy na
wyznacznlik.

To jJjest blokowy odpowiednik zwykie] maclerzy
tréojkatnej, dla ktdrej wyznacznik jest iloczynem
elementdw na przekatnej.




/ \
//: - Wyznacznik macierzy blokowe]j }\
_/— 1

Ogdélna macierz blokowa — dopeinienie Schura

_[A B
<_ M_CD .

jezeli A jest odwracalna, to:
det(M) = det(A) det(D — CA™'B)

Macilierz

D—-CA™'B
nazywa sie dopeinieniem Schura bloku A.
Analogicznie, jesli Djest odwracalna:

det(M) = det(D) det(A — BD™1(C)




//: - Wyznacznik macierzy blokowej }\

_/— 1
Przykiad

& M =

—_ O N

_ N O

W = =
|

Po podziale na bloki:

a=[2 Yo=

C=1[1 1],D =13]



/_ Wyznacznik macierzy blokowej *
g det(M) = det(A) det(D — CA™1B) .
B P
Z 0 =0
<_ At = |2 | caB=D 1] 1[1. >
0 = o -|1
2! U2

1
1. A™1B = i
[2_

2 CA—lB=1-§+1-§=1

3 D-CA™'B=3-1=2.
4. det(A) = 4.

det (M) =4-2=8
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// Wyznacznik macierzy -
oy | AL
—/IZWyznacznik maclerzy kwadratowe] zawlerajace] N

kolumne lub wiersz zerowy wynosi 0.

-/# 2.Z2miana miejscami dwéch wierszy lub dwdch kolumn _;¥
spowoduje ze zmlenl sle znak wyznacznika
maclerzy
3.Wyznacznik macierzy kwadratowe] majacej] dwie
takie same kolumny lub wiersze wynosi 0
4.Jezell mozna z jJjednego wiersza lub kolumny
wydzieli¢ staty wspdiczynnik to mozna wyltaczyc
go przed wyznacznlk maclierzy. 1 4
2451244]
det 1l==det|3 5 1
3531 % 11 oo
L1 0 3



[
//: Wyznacznik macierzy |
—
Wyznacznik macierzy w ktdre] w jedng
/ kolumne lub wiersz opilisze sie 7Jako sume
— liczb mozna policzyce jako sume
wyznacznikédw dwéch macierzy w  ktore]
wskazany wiersz lub kolumna sa zastapione

wskazanyml sktadnikami:

_/—

2 4 0 2 0 0 2 4 0
det]0 '§5 O0]l=det|0 2 0 det|]l0 3 0
0 —4 3 0 0 3 0 —4 3

J o
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- Wyznacznik macierzy _
o\ — R ©
-y , , , , , , L. =\
Wyznacznik maclierzy nle zmlienl sie jezell
D do wartosci dowolnego wiersza lub kolumny .

-/ dodamy dowolng wielokrotnosé¢ innego -
wiersza lub kolumny.

2 4 6 2 44+2-6 6
det|3 5 4|=det|3 5+2-4 4
1 4 3 1 4+2-3 3
2 4 6] 2 4 6
det|3 5 4|=det|3—-5-2 5-5-4 4-5.3
1 4 3. 1 4 3




//: ~ Wyznacznik macierzy e }\
/~ 1. Wyznacznik maclerzy 1 wyznacznilik _
maclerzy do niej transponowanej sa

- sobie réwne det(A)=det (AT) \-

2. Jezell maclerze A 1 B sg maclerzamil
kwadratowymli tego samego stopnia to
det (A ‘B) =det (A) ‘det (B)

3. Dla dowolnego n catkowitego
det (A")=[det (A) ]"

4. Zamiana dwdch wierszy zmienlia znak
wyznacznlka



P

A\
Rzad macierzy B
&
Rzad macierzy to liczba liniowo niezaleznych N~

y wierszy lub kolumn macierzy. ¢

— W praktyce rzad mozna okreslac¢ kilkoma sposobami: —

* przez sprawdzenie liniowej niezaleznosci wierszy
lub kolumn,

* przez eliminacje Gaussa — rzad to liczba
niezerowych wilerszy po sprowadzeniu macierzy do
postaci schodkowe],

* przez minory,

* numerycznlie, np. funkcja rank(A) w Scilabie.

Najwygodniejsza metoda reczna to zwykle eliminacja

Gaussa.



{ A\

“~ Rzad macierzy L.

711 2 0 eliminacja gaussa _
y A= 1 3 1] \
N 0 2 3 .

1 2 0] - 1 2 0 1 2 0

ll 3 1]|—W1 ll—l 3—2 1—0]—>[O 1 1]

0 2 31 -~ 0 2 3 0 2 3

1 2 0 1 2 0 1 2 0

lO 1 1]| lO 1 1 ]%lo 1 1]

0 2 31 —2'wz2 [0 2-2 3-2] o 0 1

Sa 3 niezerowe wiersze, dlatego rzad jest roéowny 3.



/

Vg : -
~ Macierz schodkowa T,
s~ Najwaznlejsze warunkl sa takie: =
* wszystklie zerowe wiersze sg na dole,
Y * pierwszy niezerowy element kazdego kolejnego \

— wiersza znajduje sie bardziej] na prawo niz w —
wierszu wyzej,
* pod kazdym takim plerwszym nliezerowym
elementem sa zera.
Te plerwsze niezerowe elementy nazywa sie
czesto elementami wiodacymi albo pivotami.

1 2 3 4
A=|0 0 5 6 rank (A)
0 0 0 7

3



Macierz odwrotna Q_

L

-~
ol "/

—f—Macierza odwrotna do nieosobliwej
y maclierzy kwadratowej] A jJest macierz N
- A"l speilniajaca

A-A1=A4"1.4=1]
Zachodza wlasnos$ci:
(A-B)"*=B"1.4"1
(AT)—l — (A—l)T
(A7 = (a7



_/__/

Macierz odwrotna

|
Al = ———pT
det(A)

gdzie D jest maclerza dopeinien
algebraicznych maclerzy A:

_( 1)l+]Ml];
gdzie M; ; jest wyznacznlklem maclerzy
powstate] przez usuniecle zZ maclerzy A
1 wiersza 1 Jyolumny

_/—

tego



-/___/

Wy

240 A7 =D
A=11 3 1

0O 2 3
det(A)

=(1-3-34+2-1-04+0-1-2)
~(0-3-0+2-1-3+1-1-2)
=9-(2+6)=1



! \

j/: , Nalezy wyznaczyC maclerz .,
-/~ dopeinien algebraicznych D
_/m D1’1 = (_1)1+1det ;) é =0 _22=7 b—m\_

Dy, = (=1)'*%det (1) é =(-1)-3=-3
Dy3 = (=1)'* det (1) ; = 2
1 2 0 7 =3 2
A=|1 3 1 D=|-6 3 =2
0 2 3 2 -1 1




bt

7 =3
D=|-6 3
2 =1
det(4) =1
1
A7l = D
det(4)

2
—2
1

T

|

7
-3
2




i gl

D

N

N

=[01:2:081:3:180:2:312

disp(x):

disp('Wyznacznik macierzy-X='+ string(det(x))):
k=wyznacznik (x):

disp('Wyznacznik macierzy -X="+string(k)):
y=odwrotna (x) ;

disp('Macierz -odwrotna-do-x:"):;

disp(y):

disp('Macierz- -odwrotna-do-x->inv(x):'):;

disp(inv(x)):




.r’/ -

functlon D=dopelnienie(X,a,b)
D=X;
D(a,:)=[]:

_{ D(:,b)=[]:

—endfunction

-

_|function A=odwrotna (B)

w=wyznacznik (B);

r=size(B,"r"):

c=size (B,"c"):

for i=l:r
for j=l:c

A(i,7)=(1/w)*(-1)"(i+7) *wyznacznik (dopelnienie (B,j,1i)):

end

end

endfunction




w.
2] scilab 2026.1.0 Console
o 1. 2. 0o
1 3. 1
/ 0. 2 . 3.

~ "Wyznacznik macierzy X=1"
"Wyznacznik macierzy X=1"
"Macierz odwrotna do x:"

7. -6, 2.
| -3. 3. -1.
2. =2. l.
"Macierz odwrotna do x->inv(x):"
7. =6, 2.
-3 3. =1
2 -2. 1l
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/_ Macierz odwrotna

Wyznaczanlie macilierzy odwrotne] metoda Gaussa
'/ poprzez przeksztaitcanie \

. A-AT=4"1.4 .

za pomoca elementarnych przeksztaicen:

-
e

1.Mnozenla maclierzy przez state rdzne od zera

2 .Dodawania do elementdw wiersza odpowiadajacych
im elementdw innego wiersza przemnozonych przez
dowolna staita

3.Przestawlanlie wierszy
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oy A
140 04+0 —-2+4+2 3+42-2 —2-—-2-2 042
Z10-0 1-0 1—-1]-|-1-=-2 1+ 2 0—1]|
=0 0 1 2 —2 1

1 0 O 7 -6 2
0 0 1 2 =2 1
1 2 0 7 —6 2
A=11 3 1} A_1=l—3 3 —1‘
0 2 3 2 =2 1




A\
Wartosci wiasne macierzy \ 1
—\_
Liczba A jest wartoscia wiasng macierzy A,

jezelili istnieje wektor x# 0 taki zZe

A-x=A1-%x

Wektor x jest wektorem wiasnym macierzy

(A=Al -x=0

ROwnanie jest speinione gdy:

det(A—A1-1)=0



J o

/
4 Wartosci witasne macierzy
N1 20 *
—~/A=1 3 1|, det(A—2-1)=0 N\
0 2 3
y 1-2 2 0
o det( 1 3—-41 1 >=0 =
0 2 3-1

B—-7-2+4+11-2—-1=0
2, ~ 0.09679
A, ~ 2.19394
A5 ~ 4.70928

Suma wartosci wiasnych powinna by¢ rdédwna Sladowil
macierzy (suma wartosScli na przekatnej] diagonalnej.

1+3+3=7
0.09679 + 2.19394 + 4.70928 = 7.00001 = 7



/" ' Wartosci wtasne macierzy
o\
—Hff% drodowisku Scilab mozna w - Cherak=poly(a,"x")
maclerzy na dwa sposoby:
/ 1. Dedyvkowana funkcja do wy| charak = [polynomial] of x
— wtasnych macierzy:

-

lambda=spec (A) ;| -1 +11lx -7x"2 +x"3
2. Wyznaczajac wielomian ch.
obliczajac jego pierwias|——> lambda Z2=roots (charak)

charak=poly (A, “x
lambda=roots (cha: lambda 2 = [3xl double]

4.7092754 4+ 0.1
2.1939366 4+ 0.1
0.0967881 4+ 0.1
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' Norma wektora, macierzy

i
N/
_/Norma jest miarag wielkosci wektora lub macierzy, \_
przyplisujaca mu jedna nlieujemna liczbe zgodnie z
/ okreslonymi wtasnosSciamli matematycznymi. \_
Norme wektora, macierzy oznacza sie odpowiednilo

Il 1Al

Norma musi speiniac¢ trzy warunki:

lx]| = O, Ix] =0 <=> x =0
lax|| = |a| - ||x]|
lx + Il < x| + [yl

W Scilab - funkcja norm(A);
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\
_ Norma wektora Sy
s~/ 1. Suma moduidw: . =
D Iell = ) hxil
=1
2. Norma euklidesowa:
n
Iell, = | ) Il
\li=1
3. Norma maksimum:
max

lcllen = "5



/

/' Norma macierzy

szégﬁa kolumny:
max
|All, = zzkh]|

n
llleo = ") g
j=1

/

2< Suma wlierszy:

3. Norma euklidesowa:

m n
2
4l = 22 i

=1 j
N

3. Norma spektralna

1All2 = VAmax(AT < A)  lAllz = v Amax (A" - 4)

J o
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~~ ~a) Metoda praddw oczkowych

Metody macierzowe

b) Metoda potencjaidow weziowych

— 1 _\\ilf ;:1:100 V
e ] sz 1 H” £2=leO V
_{L(\Ez}é [ = 1o 51:55:10 5
+ 2,=24=310 €2
Bt | Bege10 @
B LA 2,=27=20 €
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/ / Metoda praddw oczkowych N
0= e
—/Dla metody pradéw oczkowych na podstawie schematu—
mozna utworzy¢ graf zorientowany, stanowliacy

/ punkt wyjscia do okreslenia danych wejsciowych. \




Metoda pradow oczkowych

Na podstawle grafu tworzona jest macierz
incydencji.

0 - jJezelili gataz nie nalezy do oczka
1l - jJjezelil gataz nalezy do oczka, a prad
gateziowy jest zgodny z pradem oczkowym

-1 - jezelil gataz nalezy do oczka, a prad
gateziowy nie jJest zgodny z pradem oczkowym

1 1 1 O 0 0 0 O
o 0 -1 1 0 0 0 1
0 =1 O 0O 1 1 0 0
0 O 0O -1 0 -1 1 O




Metoda pradow oczkowych

© o o o o o o J

0

S

0

S

0

S

0

S

0

S
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S

S

S

o o o §|o
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//: . Metoda pradéw oczkowych

J o

—ngtory praddw 1 napiec¢ zrddiowych
b 0 - jezelli w gatezi nie ma zrddeil
~/ ten sam znak - jezeli kierunek (E jest zgodny) -

(I jJest przeciwny) z kierunkiem pradu

gateziowego

znak przeciwny— JjJezelil kierunek (E jest

przeciwny) (I jest zgodny) z kierunkiem pradu

gateziowego E& )
_|E 0

Eg .2 IZ:I:]

0
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/

Metoda pradow oczkowych

s~/ 1.Macierz impedanc]i witasnych 1
wzajemnych

Z=B-Z,;-B'
2.Prady oczkowe
I,=Z1.B-(E,—Z4-1,)
3.Prady wypadkowe gatezi uogdlnionych
I=B".1,
4.Prady gateziowe

I,=1+1I,

Jo
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Metoda potencjaléw wezilowych -

=\
1 = 8




/ e Na podstawie grafu tworzona

jest macilierz incydencjl.

0 - jezelil gatazZz nie ma potaczenia z
wezitem

1l - jezell gataz jest potaczona z
weztem 1 zwrot pradu gateziowego
jest skierowany od weza

-1 - jezelil gataz jest potaczona z
weztem 1 zwrot pradu gateziowego
jest skierowany do weza

1 -1 0 0

-1 0 1 0
A=1]0 1 -1 -1
0 0 0 1

L 0 0 0 0

= O O O




/ \

*~ Metoda potencjatéw weziowych -
_/Metoda zakitada potraktowanilie jednego _
Zz wezidow jJako wezita odniesienia,
</ , poprzez jego uziemienie. A

W zdefinlowanej] maclierzy 1ncydencji
nalezy wybrany wlersz zwlazany z
weztem odniesienia skasowac - Wezei D

1 -1 O 0O -1 O 0 0
-1 0 1 0 0 0 0 1
A=1]0 1 -1 -1 0 1 0 0
o o0 o0 1 o0 o0 1 -1
L (0 0 0 0 1 -1 -1 0
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Metoda potencjaléw wezilowych -

l.Macierz admitancji wiasnych 1 -

wzajemnych
Y=A4-Y4-A" -

2.Macierz potencjaidw weziowych

— _10 ° — °

Ve=Y1-4.-(I,-Y4-E,)
3.Napiecilia gateziowe
_ aT .

4.Prady gateziowe

Iy=1+1,=Y4(U+E,)
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clear
clc
//-dane: - impedancje-gatezi

21 = 10;

25 = Z1;

22 =-10%%1;

28 = Z2;

z3 = -10*%1;

26 = Z3;

z4 = 20;

Z1 = Z4;

//-dane: - -parametry- Zrddet
El = 100;

E2 - =-100*%%1;

//-macierz-diagonalna- impedancii
zd=diag([2l,22,%23,%24,25,26,27,28]);
//Mmaclierz-diagonalna-admitancyi
Yd=diag([1/21,1/22,1/23,1/Z4,1/25,1/%26,1/27,1/28]);
//-macierz-kolumnowa - Zrodel - napiecia
EQ=[EL1;E2;0;0;0;0;0;0]1;

//-macierz-kolumnowa - Zrodel - prgdu
Iz=[0;0;0;0;0;0;0;01;




7 sy Sy
S

//-maclerz-1ncydencyjna- oczkowa

B=[1,1,1,0,0,0,0,0;
0,0,-1,1,0,0,0,1; R
0,-1,0,0,1,1,0,0; >_

U Uy L Uy L, Ly U
//Mmaclerz- incydencjl-meziowa
A=[1,-1,0,0,-1,0,0,0; L
-1,0,1,0,0,0,0,1;
0,1,-1,-1,0,1,0,0;
//---0,0,0,1,0,0,1,-1;
DUy Up Uy Ly L, =L, U
disp('Test poprawnoscl -macierzy-incydenc])l-AB ' ==0-1lub-BA '==0"});
disp (A*B");
disp (B*A");




o

37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
43
49
50

//-maclerz - Impedancjl-witasnych-1-wzajemnych
Z=B*Zd*B"'; \_\_/ﬂ.
/ /- Prady - oczkowe
Io=1inv(Z) *B* (Eg-2d*Iz); \
/ /- Prady - wypadkowe o
I=B'*I0; —
// prady w-gateziach N
Ig=I+Iz;
//-wartoscl - skuteczne prgdow-w-gateziach
Igs=abs(Iqg);
S/ -wyswiletlanie - wynikow
disp('Wynikl -z metody- -pradow-oczkowych: ') ;
disp('wartoscl - zespolone -praddw:',Iqg):

disp('wartosci - -skuteczne -pradow: ', Igs);




//maclierz-admitancji- -witasnych-1-wzajemnych
Y=A*Yd*A"';

//maclerz - potencjaiow- weztowych
Uw=1nv (Y) *A* (Iz-Yd*EqQ)

//naplecla- gateziowe

U=4"*TUw;

//prady-gateziowe

Tgw=¥d* (U+EqQ) ;

//wartoscl - skuteczne - pradow- gateziowych
Igws=abs (Igw) ;
disp('Wynikl -z -metody- -potencjaltow-weziowych:');
disp('wartoscl -zespolone -pradow: ', Igw) ;

disp('wartoscl - -skuteczne -prgdow: ', Igws) ;




o
4~ 65|disp ('Weryfikacja wynikow: -Ig-Igw==0");

- e6|disp(Ig-Igw):;
<

L

"Test poprawnosci macierzy incydencii AB"==0 lub BA ==0Q"
Q. Q. O Q.
Q. Q. O Q.
Q. Q. 0 Q.
Q. Q. O Q.

o 0.
o 0.
0 0.
Q 0.

o T i O e I o
o T i O e B




"Wyniki z metody pradiw oczkowych:™
"wartosci zespolone pradow:"™

7.

7876106

12.256637

"wartoscli skuteczne pradow:™

8.

-3424775
.55258204
-3690265
2212385
. T522124
3451327

4140632

13.713245

a
4
=
=
1
=

9778516
2070316
3625341
-38525981
-38374103
.6833568

O

i = = ko Gy Lo

.18584071
15044251
36283151
.855380531
-96460181
.681415%91
28318581
1765859121

"Wyniki z metody potencjalow wezlowych:™
"wartosci zespolone pradow:™

7.

T7876l06

12.256637

"wartosci skuteczne pradow:™

8.

-.3424778
. 5525204
3690265
2212388
. T522124
3451327

4140632

13.713245

a
4
=
=
1
2

L9778516
2070316
3625341
-.38552581
-4874103
.6833868

O

L I e L O ¥ TR & B R

18584071
15044251
.36283191
-89380531
-96460181
.68141591
.28318581
17685121




Y

Weryfikacija wynikow: Ig-Igw==0"

/
-1.776D-15 + 1.332D-151
/) =1.776D-15 + 0.1
o 1.776D-15 + 1.776D-151
4.441D-16 — 4.441D-161
0 + 1.332D-151
1.776D-15 + &.661D-161 "Weryfikacja wynikdw: Ig-Igw==0"
-~ 1.110D-16 - 1.332D-15i
4,441D-1¢6 - 1.776D-15i -8.832D-1e - l.776D-151
o normi{lo-Tow] Q. + 0.1
ans = 8.882D-16 + 0.1
+ sespis -4.441D-16 - 4.441D-161
0 + 1.776D-151i
——> norm(Igs-Igws) Q. — 8.882D-1l61
=msT -1.443D-15 - 2.220D-16i
3 504D-15 8.882D-16 - 1.776D-151
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  𝒂  𝒙 𝟐 + 𝒃 𝒙 + 𝒄 = 𝟎


   𝐱  𝟏 , 𝟐 =   − 𝐛 ±   𝐛 𝟐 − 𝟒 𝐚 𝐜  𝟐 𝐚


   𝐱 𝟏 ∙  𝐱 𝟐 =  𝐜 𝐚


   𝐛 𝟐 ≫ 𝟒 𝐚 𝐜


   |  𝒙  ( 𝒌 + 𝟏 ) −  𝒙  ( 𝒌 ) |


   𝒙  ( 𝟎 ) ,    𝒙  ( 𝟏 ) ,    𝒙  ( 𝟐 ) ,   ⋯ ,    𝒙  ( 𝒏 )


  𝒙 =  𝒂 𝒏


  𝒇  ( 𝒙 ) =  𝒙 𝒏 − 𝒂 = 𝟎


   𝒙  ( 𝒌 + 𝟏 ) =  𝒙  ( 𝒌 ) −   𝒇  (  𝒙  ( 𝒌 ) )  𝒇 ′  (  𝒙  ( 𝒌 ) )


   𝒇  ′  (  𝒙   ( 𝒌 ) ) = 𝒏  𝒙  𝒏 − 𝟏


   𝒙  ( 𝒌 + 𝟏 ) =  𝟏 𝒏  [  ( 𝒏 − 𝟏 )  𝒙  ( 𝒌 ) +  𝒂   𝒙  ( 𝒌 )  𝒏 − 𝟏 ]


  𝒙 =  𝟏 𝟎


   𝒙  ( 𝒌 + 𝟏 ) =  𝟏 𝟐  [  𝒙  ( 𝒌 ) +  𝒂   𝒙  ( 𝒌 ) ]


   𝒙  ( 𝟎 ) = 𝟑


   𝒙  ( 𝟏 ) =  𝟏 𝟐  [ 𝟑 +   𝟏 𝟎 𝟑 ] ≈ 𝟑 . 𝟏 𝟔 𝟕


   𝒙  ( 𝟐 ) =  𝟏 𝟐  [ 𝟑 . 𝟏 𝟔 𝟕 +   𝟏 𝟎  𝟑 . 𝟏 𝟔 𝟕 ] ≈ 𝟑 , 𝟏 𝟔 𝟐


  𝒙 =   𝟏 𝟎 𝟑


   𝒙  ( 𝒌 + 𝟏 ) =  𝟏 𝟑  [ 𝟐  𝒙  ( 𝒌 ) +  𝒂   𝒙  ( 𝒌 ) 𝟐 ]


   𝒙  ( 𝟎 ) = 𝟐


   𝒙  ( 𝟏 ) =  𝟏 𝟑  [ 𝟒 +   𝟏 𝟎 𝟒 ] ≈ 𝟐 . 𝟏 𝟔 𝟕


   𝒙  ( 𝟐 ) =  𝟏 𝟑  [ 𝟐 ∙ 𝟐 . 𝟏 𝟔 𝟕 +   𝟏 𝟎    𝟐 . 𝟏 𝟔 𝟕 𝟐 ] ≈ 𝟐 . 𝟏 𝟓 𝟒


   x 0


  f  ( x ) =  T n  ( x ) +  R n  ( x )


   T n  ( x ) =   ∑  k = 0 n     f  ( k )  (  x 0 )  k !    ( x −  x 0 ) k


   R n  ( x ) =    f   ( n + 1 )  ( 𝝃 )   ( n + 1 ) !    ( x −  x 0 )  n + 1


  𝜉


   x 0


  x


   T n  ( x ) =   ∑  k = 0 n     f  ( k )  (  x 0 )  k !    ( x −  x 0 ) k


  f  ( x ) =  T n  ( x ) +  R n  ( x )


  f  ( x ) =   ∑  k = 0 ∞     f  ( k )  (  x 0 )  k !    ( x −  x 0 ) k


    sin ( ⁡  x )


   e x


    ln ( ⁡  x )


  f  ( x ) =  M n  ( x ) +  R n  ( x ) =   ∑  k = 0 n     f  ( k )  ( 0 )  k !  x k +    f   ( n + 1 )  ( 𝝃 )   ( n + 1 ) !  x  n + 1


  f  ( x ) ≈   ∑  k = 0 n     f  ( k )  ( 0 )  k !  x k


  f  ( x ) =   ∑  k = 0 ∞     f  ( k )  ( 0 )  k !  x k


  𝒇  ( 𝒙 ) = 𝒔 𝒊 𝒏  ( 𝟐 𝒙 )


   𝒇 ′  ( 𝒙 ) = 𝟐 𝒄 𝒐 𝒔  ( 𝟐 𝒙 )


   𝒇  ′ ′  ( 𝒙 ) = − 𝟒 𝒔 𝒊 𝒏  ( 𝟐 𝒙 )


   𝒇  ′ ′ ′  ( 𝒙 ) = − 𝟖 𝒄 𝒐 𝒔  ( 𝟐 𝒙 )


   𝒇  ( 𝟒 )  ( 𝒙 ) = 𝟏 𝟔 𝒔 𝒊 𝒏  ( 𝟐 𝒙 )


   𝒇  ( 𝟓 )  ( 𝒙 ) = 𝟑 𝟐 𝒄 𝒐 𝒔  ( 𝟐 𝒙 )


   𝒇  ( 𝟔 )  ( 𝒙 ) = − 𝟔 𝟒 𝒔 𝒊 𝒏  ( 𝟐 𝒙 )


   𝒇  ( 𝟕 )  ( 𝒙 ) = − 𝟏 𝟐 𝟖 𝒄 𝒐 𝒔  ( 𝟐 𝒙 )


   𝒙 𝟎 = 𝟎


   𝒇 ′  (  𝒙 𝟎 ) = 𝟐 𝒄 𝒐 𝒔  ( 𝟎 )


   𝒇  ′ ′ ′  (  𝒙 𝟎 ) = − 𝟖 𝒄 𝒐 𝒔  ( 𝟎 )


   𝒇  ( 𝟓 )  (  𝒙 𝟎 ) = 𝟑 𝟐 𝒄 𝒐 𝒔  ( 𝟎 )


   𝒇  ( 𝟕 )  (  𝒙 𝟎 ) = − 𝟏 𝟐 𝟖 𝒄 𝒐 𝒔  ( 𝟎 )


  f  ( x ) ≈   ∑  k = 0 7     f   ( k )  ( 0 )  k !  x k = 0 + 2 x +  0  2 !  x 2 −  8  3 !  x 3 +  0  4 !  x 4 +  32  5 !  x 5 +  0  6 !  x 6 −  128  7 !  x 7


  s i n  ( 2 x ) = 2 x −  8  3 !  x 3 +  32  5 !  x 5 −  128  7 !  x 7


  𝒇  ( 𝒙 ) = 𝒔 𝒊 𝒏  ( 𝟐 𝒙 )


   𝒙 𝟎 = 𝟎


  s i n  ( 2 x ) = 2 x −  8  3 !  x 3 +  32  5 !  x 5 −  128  7 !  x 7


  𝒇  ( 𝒙 ) = 𝒔 𝒊 𝒏  ( 𝟐 𝒙 )


  𝒙 =    𝝅 𝟔


  s i n  ( 2 x ) = 0 , 866025404


  x =    ( − 1 ) s ∙ m   ∙ 𝛽 e


  x =    ( − 1 ) s ∙ m ∙  2 e


  x =    ( − 1 ) s ∙ m ∙  2 e


   x max =  ( 2 −  2  − 23 )  2 127 ≈ 3 , 403 ⋅  10 38 .


      −  x max ⏟  granica   ⋯   0   ⋯        x max ⏟  granica


  x >  x max


  x < −  x max


  + ∞


  − ∞ .


   ( 2 ⋅  10 38 ) ∙  ( 2 ⋅  10 38 ) = 4 ⋅  10 76 .


   x   min ⁡ , norm =  2  − 126 ≈ 1 , 175 ⋅  10  − 38 .


   x   min ⁡ , sub =  2  − 149 ≈ 1 , 401 ⋅  10  − 45 .


  0      ⟷ ⏟  subnormalne    x   min ⁡ , norm      ⟷ ⏟  normalne    x max


  0 <  2  − 149 <  2  − 126 < ⋯  ( 2 −  2  − 23 )  2 127  


  𝜀 =  2  − 52 ≈ 2 , 220446049250313 ∙  10  − 16


  u =  1 2 𝜀 =  2  − 53


  M + d = M


    d ≠ 0


  x


   x ^


   e  a b s =  | x −  x ^ |


  x ≠ 0


   e  r e l =    | x −  x ^ |   | x |


   e  z n o r m =    | x −  x ^ |   x  s k


  𝒙 = 𝟏 𝟎 , 𝟎 𝟎 𝟎   𝐕 .


   𝒙 ^ = 𝟗 , 𝟗 𝟗 𝟎   𝐕 .


   𝒆  𝐚 𝐛 𝐬 = ∣ 𝟏 𝟎 , 𝟎 𝟎 𝟎 − 𝟗 , 𝟗 𝟗 𝟎 ∣ = 𝟎 , 𝟎 𝟏 𝟎   𝐕


   𝒆  𝒓 𝒆 𝒍 =    | 𝟏 𝟎 , 𝟎 𝟎 𝟎 − 𝟗 , 𝟗 𝟗 𝟎 |  𝟏 𝟎 , 𝟎 𝟎 𝟎 =   𝟎 , 𝟎 𝟏 𝟎  𝟏 𝟎 = 𝟎 , 𝟎 𝟎 𝟏 = 𝟎 , 𝟏 %


   


  U =  ( 10 , 00 ± 0 , 05 )   V .


   U  dok ł = 10 , 02   V ,


   e  a b s = ∣ 10 , 00 − 10 , 02 ∣ = 0 , 02   V .


  0 , 05   V .


  błąd = 0 , 02   V  


  n i e p e w n o ś ć = 0 , 05   V


  d = x − y


  x ≈ y


   x ^ = x + ∆ x ,      y ^ = x + ∆ y


   d ^ =  x ^ −  y ^ =  ( x + ∆ x ) −  ( y + ∆ y ) =  ( x − y ) +  ( ∆ x − ∆ y )


   e  r e l =    | ∆ d |   | d | =    | ∆ x − ∆ y |   | x − y |


  x = 1000 , 001 ,     y = 1000 , 000 .


  d = x − y = 0 , 001 .


   x ^ = 1000 , 002 ,


   y ^ = 999 , 999 .


  Δ x = 0 , 001 ,     Δ y = − 0 , 001 .


   d ^ = 1000 , 002 − 999 , 999 = 0 , 003 .


  0 , 001


  0 , 003 .


   e  a b s =  | 0 , 001 − 0 , 003 | = 0 , 002


   e  r e l =    e  a b s  0 , 001 = 2 = 200 %


   𝜅 f  ( x ) =  |   x  f ′  ( x )  f  ( x ) |


  𝜅


  𝜅


  A x = b


  r = b − A  x ^


  e = x −  x ^


  e =  A  − 1 ∙ r


  𝜂 =    ‖ b − A  x ^ ‖   ‖ A ‖ ∙  |  x ^ | +  ‖ b ‖


  0 =  [    0  0  0  0  0   0  0  0  0  0   0  0  0  0  0   0  0  0  0  0   0  0  0  0  0 ]


  I =  [    1  1  1  1  1   1  1  1  1  1   1  1  1  1  1   1  1  1  1  1   1  1  1  1  1 ]


  D =  [    1  0  0  0  0   0  1  0  0  0   0  0  1  0  0   0  0  0  1  0   0  0  0  0  1 ]


  L =  [    1  0  0  0  0   1  1  0  0  0   1  1  1  0  0   1  1  1  1  0   1  1  1  1  1 ]


  U =  [    1  1  1  1  1   0  1  1  1  1   0  0  1  1  1   0  0  0  1  1   0  0  0  0  1 ]


  P =  [    1  1  0  0  0   1  1  1  0  0   0  1  1  1  0   0  0  1  1  1   0  0  0  1  1 ]


  R =  [    1  0  0  0  0   0  0  0  0  1   0  1  0  0  0   0  0  0  0  1   0  0  0  0  1 ]


  𝑩 =  [    𝑨  𝑪  0  0  0   0  𝑫  0  0  𝑱   0  𝑬  𝑭  𝑮  0   0  0  0  𝑯  𝑰   0  0  0  0  𝑰 ]


  C = A + B ,      c  i j =  a  i j +  b  i j


   c  i j = 𝛼  a  i j


  C = A ∙ B  


  A ∈  ℂ  m × n


  A ∈  ℂ  n × p


   c  i j =   ∑  k = 1 n   a  i k  b  k j


   c  i j


   ( A B ) C = A  ( B C )


  A  ( B + C ) = A B + A C


  A B ≠ B A


     (  A T )  i j =  a  j i


  A =  [    2  − 4  1   3  4  1   − 2  3  2 ] ,      A T =  [    2  3  − 2   − 4  4  3   1  1  2 ]


  A =  A T


   A ∗ =    A - T


  A =  [    2 + j  − 4 + 2 j  1 − j   3 − 2 j  − 2 j  1 − j   − 2 + 2 j  3 + j  2 j ] ,        A - T =  [    2 − j  3 + 2 j  − 2 − 2 j   − 4 − 2 j  2 j  3 + j   1 + j  1 + j  − 2 j ]


    A = A H =    A - T


  A =  [    3  − 4 + 2 j  1 − j   − 4 − 2 j  − 5  3 − j   1 + j  3 + j  8 ] ,      A H =  [    3  − 4 + 2 j  1 − j   − 4 − 2 j  − 5  3 − j   1 + j  3 + j  8 ]


   | A | = d e t  ( A ) =  [    a  b   c  d ] = a d − b c =  [    4  − 2   5  1 ] = 4 ∙ 1 −  ( − 2 ) ∙ 5 = 14


   | A | = d e t  ( A ) =  [    a  b  c   d  e  f   g  h  i ] =  ( a e i + d h c + b f g ) −  ( c e g + b d i + f h a )


   | A | = d e t  ( A ) =  [    1  2  3   4  5  6   7  8  9 ] =  ( 1 ∙ 5 ∙ 9 + 2 ∙ 6 ∙ 7 + 3 ∙ 4 ∙ 8 )


  −  ( 3 ∙ 5 ∙ 7 + 1 ∙ 6 ∙ 8 + 2 ∙ 4 ∙ 9 ) = 225 − 225 = 0


   | A | = d e t  ( A ) =    ( − 1 )  1 + 1  a  1 , 1 d e t  (  A  1 , 1 ) + … +    ( − 1 )  1 + n  a  1 , n d e t  (  A  1 , n )


   | A | = d e t  ( A ) = d e t  [     a  1 , 1   a  1 , 2  ⋯   a  1 , n    a  2 , 1   a  2 , 2  ⋯   a  2 , n   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮    a  n , 1   a  n , 2  ⋯   a  n , n ] =  a  1 , 1 d e t  [    1     a  1 , 2   a  1 , 1  ⋯     a  1 , n   a  1 , 1    a  2 , 1   a  2 , 2  ⋯   a  2 , n   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮    a  n , 1   a  n , 2  ⋯   a  n , n ]


   𝒂  𝒊 , 𝒋 ′ =  𝒂  𝒊 , 𝒋 −  𝒂  𝒊 , 𝟏  𝒂  𝟏 , 𝒋


    = a  1 , 1 d e t  [    1     a  1 , 2   a  1 , 1  ⋯     a  1 , n   a  1 , 1   0   a  2 , 2 −  a  2 , 1  a  1 , 2  ⋯   a  2 , n −  a  2 , 1  a  1 , n   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮   0   a  n , 2 −  a  n , 1  a  1 , 2  ⋯   a  n , n −  a  n , 1  a  1 , n ] =


    = a  1 , 1 d e t  [     a  2 , 2 −  a  2 , 1  a  1 , 2  ⋯   a  2 , n −  a  2 , 1  a  1 , n   ⋮  ⋱  ⋮    a  n , 2 −  a  n , 1  a  1 , 2  ⋯   a  n , n −  a  n , 1  a  1 , n ] = …


   | A | = d e t  ( A ) = d e t  [    2  4  − 3  2   3  − 4  2  2   9  − 1  2  1   4  2  − 4  1 ] = 2 d e t  [    1   4 2    − 3 2   2 2   3  − 4  2  2   9  − 1  2  1   4  2  − 4  1 ]


   a  2 , 1 ′ =  a  2 , 1 −  a  2 , 1  a  1 , 1 = 3 − 3 ∙ 1 = 0


   a  2 , 2 ′ =  a  2 , 2 −  a  2 , 1  a  1 , 2 = − 4 − 3 ∙ 2 = − 10


   a  2 , 3 ′ =  a  2 , 3 −  a  2 , 1  a  1 , 3 = 2 − 3 ∙   − 3 2 =  13 2


   a  2 , 4 ′ =  a  2 , 4 −  a  2 , 1  a  1 , 4 = 2 − 3 ∙ 1 = − 1


  = 2 d e t  [    1  2  − 1 . 5  1   0  − 10  6 . 5  − 1   0  − 19  15 . 5  − 8   0  − 6  2  − 3 ]


   | A | = d e t  ( A ) = 2 d e t  [    1  2  − 1 . 5  1   0  − 10  6 . 5  − 1   0  − 19  15 . 5  − 8   0  − 6  2  − 3 ] = 2 d e t  [    − 10  6 . 5  − 1   − 19  15 . 5  − 8   − 6  2  − 3 ] =


   ( 2 ∙  ( − 10 ) ) d e t  [    1  − 0 . 65  0 . 1   − 19  15 . 5  − 8   − 6  2  − 3 ] =  ( − 20 ) d e t  [    1  − 0 . 65  0 . 1   0  3 . 15  − 6 . 1   0  − 1 . 9  − 2 . 4 ] =


   ( − 20 ) d e t  [    3 . 15  − 6 . 1   − 1 . 9  − 2 . 4 ] =  ( − 20 ∙ 3 . 15 ) d e t  [    1  −  122 63   − 1 . 9  − 2 . 4 ] =


   ( − 63 ) d e t  [    1  −  122 63   0  −  383 63 ] =  ( − 63 ) ∙  ( −  383 63 ) = 383


   | A | = d e t  ( A ) = d e t  [    2  3  5  7   0  − 8  3  1   0  0  3  3   0  0  0  − 1 ] = 2 ∙  ( − 8 ) ∙ 3 ∙  ( − 1 ) = 48


  M =  [    A  0   0  D ] ,


   det ⁡  ( M ) = det ⁡  ( A ) det ⁡  ( D ) .


  M =  [    1  2  0   3  4  0   0  0  5 ] =  [    A  0   0  D ] ,


  A =  [    1  2   3  4 ] ,   D =  [ 5 ] .


  det ⁡  ( A ) = 1 ⋅ 4 − 2 ⋅ 3 = − 2 ,


   det ⁡   ( M ) =  ( − 2 ) ∙ 5 = − 10


  M =  [    A  B   0  D ]


  M =  [    A  0   C  D ] ,


   det ⁡  ( M ) = det ⁡  ( A ) ∙ det ⁡  ( D ) .


  M =  [    A  B   C  D ]


  A


   det ⁡  ( M ) = det ⁡  ( A )   det ⁡  ( D − C  A  − 1 B )


   D − C  A  − 1 B


  A


  D


   det ⁡  ( M ) = det ⁡  ( D )   det ⁡  ( A − B  D  − 1 C )


  M =  [    2  0  1   0  2  1   1  1  3 ]


  A =  [    2  0   0  2 ] ,   B =  [    1   1 ] ,


  C =  [    1  1 ] ,   D =  [ 3 ] .


    𝒅 𝒆 𝒕 ⁡   ( 𝑴 ) =   𝒅 𝒆 𝒕 ⁡   ( 𝑨 )     𝒅 𝒆 𝒕 ⁡   ( 𝑫 − 𝑪  𝑨  − 𝟏 𝑩 )


   A  − 1 =  [     1 2  0   0   1 2 ] ,     C  A  − 1 B =  [    1  1 ]  [     1 2  0   0   1 2 ]  [    1   1 ] .


   A  − 1 B =  [     1 2    1 2 ]


  C  A  − 1 B = 1 ⋅  1 2 + 1 ⋅  1 2 = 1


  D − C  A  − 1 B = 3 − 1 = 2 .


  d e t ⁡  ( A ) = 4 .


  d e t  [    2  4   4 3   3  5   1 3   1  0  3 ] =  1 3 d e t  [    2  4  4   3  5  1   1  0  9 ]


  d e t  [    2  4  0   0  5  0   0  − 4  3 ] = d e t  [    2  0  0   0  2  0   0  0  3 ] + d e t  [    2  4  0   0  3  0   0  − 4  3 ]


  d e t  [    2  4  6   3  5  4   1  4  3 ] = d e t  [    2  4 + 2 ∙ 6  6   3  5 + 2 ∙ 4  4   1  4 + 2 ∙ 3  3 ]


  d e t  [    2  4  6   3  5  4   1  4  3 ] = d e t  [    2  4  6   3 − 5 ∙ 2  5 − 5 ∙ 4  4 − 5 ∙ 3   1  4  3 ]


  A =  [    1  2  0   1  3  1   0  2  3 ]


   [    1  2  0   1  3  1   0  2  3 ] |    ⋯   −  w 1   ⋯


   [    1  2  0   1 − 1  3 − 2  1 − 0   0  2  3 ] →  [    1  2  0   0  1  1   0  2  3 ]


   [    1  2  0   0  1  1   0  2  3 ] |    ⋯   ⋯   −   2 ∙ w 2


   [    1  2  0   0  1  1   0  2 − 2  3 − 2 ] →  [    1  2  0   0  1  1   0  0  1 ]


  A =  [    1  2  3  4   0  0  5  6   0  0  0  7 ]


  A ∙  A  − 1 =  A  − 1 ∙ A = I


     ( A ∙ B )  − 1 =  B  − 1 ∙  A  − 1


     (  A T )  − 1 =    (  A  − 1 ) T


     (  A ∗ )  − 1 =    (  A  − 1 ) ∗


   A  − 1 =  1  d e t  ( A )  D T


   D  i , j =    ( − 1 )  i + j  M  i , j ,


   A  − 1 =  1  d e t  ( A )  D T


  A =  [    1  2  0   1  3  1   0  2  3 ]


  d e t  ( A ) =  ( 1 ∙ 3 ∙ 3 + 2 ∙ 1 ∙ 0 + 0 ∙ 1 ∙ 2 )


  −  ( 0 ∙ 3 ∙ 0 + 2 ∙ 1 ∙ 3 + 1 ∙ 1 ∙ 2 ) = 9 −  ( 2 + 6 ) = 1


   D  1 , 1 =    ( − 1 )  1 + 1 d e t  |    3  1   2  3 | = 9 − 2 = 7


   D  1 , 2 =    ( − 1 )  1 + 2 d e t  |    1  1   0  3 | =  ( − 1 ) ∙ 3 = − 3


   D  1 , 3 =    ( − 1 )  1 + 3 d e t  |    1  3   0  2 | = 2


  A =  [    1  2  0   1  3  1   0  2  3 ]                         D =  [    7  − 3  2   − 6  3  − 2   2  − 1  1 ]


  D =  [    7  − 3  2   − 6  3  − 2   2  − 1  1 ] ,      D T =  [    7  − 6  2   − 3  3  − 1   2  − 2  1 ]


   A  − 1 =  1  d e t  ( A )  D T =  [    7  − 6  2   − 3  3  − 1   2  − 2  1 ]


  d e t  ( A ) = 1


  A =  [    1  2  0   1  3  1   0  2  3 ]


   A  − 1 =  [    7  − 6  2   − 3  3  − 1   2  − 2  1 ]


  A ∙  A  − 1 =  A  − 1 ∙ A


   [    1  2  0   1  3  1   0  2  3 ] ∙  [    1  0  0   0  1  0   0  0  1 ] =  [    1  0  0   0  1  0   0  0  1 ] ∙  [    ∗  ∗  ∗   ∗  ∗  ∗   ∗  ∗  ∗ ]


   [    1  2  0   1  3  1   0  2  3 ] ∙  [    1  0  0   0  1  0   0  0  1 ] |    ⋯   −  w 1   ⋯


   [    1  2  0   1 − 1  3 − 2  1 − 0   0  2  3 ] ∙  [    1  0  0   0 − 1  1 − 0  0 − 0   0  0  1 ]


   [    1  2  0   0  1  1   0  2  3 ] ∙  [    1  0  0   − 1  1  0   0  0  1 ] |    ⋯   ⋯   − 2 ∙  w 2


   [    1  2  0   0  1  1   0 − 0  2 − 2  3 − 2 ] ∙  [    1  0  0   − 1  1  0   0 + 2  0 − 2  1 − 0 ]


   [    1  2  0   0  1  1   0  0  1 ] ∙  [    1  0  0   − 1  1  0   2  − 2  1 ] |    −   2 ∙ w 2   ⋯   ⋯


   [    1 − 0  2 − 2  0 − 2   0  1  1   0  0  1 ] ∙  [    1 + 2  0 − 2  0   − 1  1  0   2  − 2  1 ]


   [    1  0  − 2   0  1  1   0  0  1 ] ∙  [    3  − 2  0   − 1  1  0   2  − 2  1 ] |    +   2 ∙ w 3   −  w 3   ⋯


   [    1 + 0  0 + 0  − 2 + 2   0 − 0  1 − 0  1 − 1   0  0  1 ] ∙  [    3 + 2 ∙ 2  − 2 − 2 ∙ 2  0 + 2   − 1 − 2  1 + 2  0 − 1   2  − 2  1 ]


   [    1  0  0   0  1  0   0  0  1 ] ∙  [    7  − 6  2   − 3  3  − 1   2  − 2  1 ]


   A  − 1 =  [    7  − 6  2   − 3  3  − 1   2  − 2  1 ]


  A =  [    1  2  0   1  3  1   0  2  3 ]


  𝒙 ≠ 𝟎


  A ∙ x = 𝜆 ∙ x


   ( A − 𝜆 I ) ∙ x = 0


  d e t  ( A − 𝜆 ∙ I ) = 0


  A =  [    1  2  0   1  3  1   0  2  3 ] ,     d e t  ( A − 𝜆 ∙ I ) = 0


  d e t  (  [    1 − 𝜆  2  0   1  3 − 𝜆  1   0  2  3 − 𝜆 ] ) = 0


   𝜆 3 − 7 ∙  𝜆 2 + 11 ∙ 𝜆 − 1 = 0


   𝜆 1 ≈ 0 . 09679


   𝜆 2 ≈ 2 . 19394


   𝜆 3 ≈ 4 . 70928


  1 + 3 + 3 = 7


  0 . 09679 + 2 . 19394 + 4 . 70928 = 7 . 00001 ≈ 7


   ‖ x ‖


   ‖ A ‖


   ‖ x ‖ ≥ 0 ,        ‖ x ‖ = 0   < = >   x = 0


   ‖ 𝛼 x ‖ =  | 𝛼 | ∙  ‖ x ‖


   ‖ x + y ‖ ≤  ‖ x ‖ +  ‖ y ‖


   ‖ x ‖ =   ∑  i = 1 n   |  x i |


     ‖ x ‖ 2 =    ∑  i = 1 n     |  x i | 2


     ‖ x ‖ ∞ =    m a x   i  |  x i |


     ‖ A ‖ 1 =    m a x   j   ∑  i = 1 m   |  a  i , j |


     ‖ A ‖ ∞ =    m a x   i   ∑  j = 1 n   |  a  i , j |


     ‖ A ‖ F =    ∑  i = 1 m    ∑  j = 1 n     |  a  i , j | 2


     ‖ A ‖ 2 =   𝜆  m a x  (  A T ∙ A )                ‖ A ‖ 2 =   𝜆  m a x  (  A ∗ ∙ A )


  B =  [    1  1  1  0  0  0  0  0   0  0  − 1  1  0  0  0  1   0  − 1  0  0  1  1  0  0   0  0  0  − 1  0  − 1  1  0 ]


   Z d =  [       Z 1 _  0  0  0  0  0  0  0   0     Z 2 _  0  0  0  0  0  0   0  0     Z 3 _  0  0  0  0  0   0  0  0     Z 4 _  0  0  0  0   0  0  0  0     Z 5 _  0  0  0   0  0  0  0  0     Z 6 _  0  0   0  0  0  0  0  0     Z 7 _  0   0  0  0  0  0  0  0     Z 8 _ ]


   E g =  [       E 1 _      E 2 _   ⋮   0 ]


   I z =  [    0   0   ⋮   0 ]


  𝒁 = 𝑩 ∙  𝒁 𝒅 ∙  𝑩 𝑻


   𝑰 𝒐 =  𝒁  − 𝟏 ∙ 𝑩 ∙  (  𝑬 𝒈 −  𝒁 𝒅 ∙  𝑰 𝒛 )


  𝑰 =  𝑩 𝑻 ∙  𝑰 𝒐


   𝑰 𝒈 = 𝑰 +  𝑰 𝒛


  A =  [    1  − 1  0  0  − 1  0  0  0   − 1  0  1  0  0  0  0  1   0  1  − 1  − 1  0  1  0  0   0  0  0  1  0  0  1  − 1   0  0  0  0  1  − 1  − 1  0 ]


  A =  [    1  − 1  0  0  − 1  0  0  0   − 1  0  1  0  0  0  0  1   0  1  − 1  − 1  0  1  0  0   0  0  0  1  0  0  1  − 1   0  0  0  0  1  − 1  − 1  0 ]


  𝒀 = 𝑨 ∙  𝒀 𝒅 ∙  𝑨 𝑻


   𝑽 𝒘 =  𝒀  − 𝟏 ∙ 𝑨 ∙  (  𝑰 𝒛 −  𝒀 𝒅 ∙  𝑬 𝒈 )


  𝑼 =  𝑨 𝑻 ∙  𝑽 𝒘


   𝑰 𝒈 = 𝑰 +  𝑰 𝒛 =  𝒀 𝒅  ( 𝑼 +  𝑬 𝒈 )

