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Uktady réwnan liniowych
Metody bezposrednie - skonczone



w' o, TatOw Ate e s _ =

I - Ve

y W ;/ Metoda bezposrednia wyznacza rozwlgzanie
| y po skohczonej, z gdéry okreé$lonej liczbie
) o _J—/w dzialtan.
/erij -~ W komputerze dziatanla sa zaokraglane,
=) dlatego wynik metody bezposredniej rdwniez

jest w konsekwencji przyblizony.

Okres$lenie ,bezposrednia” nie oznacza ,dokitadna”,
lecz odrdéznia te klase od metod tworzacych ciag
przyblizen az do speinienia kryterium zakonczenia.
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V' n 7
,~ , Metody skonczone rozwlgzywanla . —

~/ uktaddédw rdéwnan liniowych: O

. Rozktad LU -
. Rozktad Cholesky’ego
.Eliminacja Gaussa
.Eliminacja Gaussa z wyborem elementdw
gidwnych
a) czesciowym

b) peinym
5.Metoda eliminacji Gaussa-Jordana

W N



Ukiad rownan liniowych

—

/
Uktad n rownan liniowych:

al,lxl + al’zxz S s al’nxn = bl
a2,1x1 + az’zxz S o 3 az’nxn — bz

Ap1X1 + Ap2Xp + -+ Ay Xy = b,



Wy

Ukiad rownan liniowych

—ﬁkiad n rownan liniowych mozna zapisa¢ w postaci
maclerzowej:

i1 12 - Ain X1 b4
Az1 22 az nl o (¥2] _ b,
Um1 Am2 *° Amn bm

W postaci ogdlne] jest on nastepujacy

A-x=0b
A-x+b=0
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//: ~ Kwalifikacja rozwiazan

—/ Dla uktadu kwadratowego n X n: -
e jezell rank(A) = rank([A | b]) = n,
< i1stnieje doktadnie jedno rozwiagzanie;

e jezelil rank(A) = rank([A | b]) < n,
istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan;
e jezelili rank(A) < rank([A | b]),

uktad jest sprzeczny.

rank (A) - rzad macilerzy
Alb - maclerz powstata przez dodanie do macierzy A
kolumny wektora b

J o



Postacie ukiadu rdéwnan liniowych

—

a1
0

Xn

ukitad diagonalny —
0
2,2 2
0
bl/ Jezeli a; ;=0 1 b,;=0 to
a1,1 odpowiadajace im X, przyjmuje
b¥/ dowolna wartoéé, natomiast Jezeli
Ar2 | a; ;=0 i b;#0 to ukiad rdé4wnan nie ma

b
"

i,1i
rozwlazanla
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Postacie ukitadu réwnan liniowych ™

~  uklad trdjkatny -j_ﬁ\

—/‘_ﬁ a1,1 0 % 0 X1 bl __\—
az’l az’z %% O . xZ . bz
An1 An2 °° Apn Xn bn

Przy zatozeniu ze a; ;#0, wtedy 2z pilerwszego
rOwnanla wyznacza sle X;,, a znajac go mozna z drugliego
wyznaczy< X,. Powtarzajac algorytm wyznacza sie
pozostate wartoscl x az do x,

V=
Ve
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Postacie uktadu réwnan liniowych

——

rownan

Ve ukiad trdojkatny
Algorytm rozwlgzywanla uktadu
liniowych dla macierzy A w uktadzie trdjkatnym
dOlnym: —al,l 0 0 |
L-x=D)Db dz21 Q22 0
fori=1ton An,1 An,2 Ann-
b — Xjz1 @ij * %

Xi=

Jest to tzw.

Algorytm podstawienia w przdd



/ \

//: ~Postacie ukladu réwnan liniowych }\

~  uklad trdjkatny -
Analogiczna sytuacja ma miejsce dla

/ S macierzy trdjkatnej] gbébrnej. W tym przypadku \.

~  stosujemy algorytm podstawienia wstecz.

A1 d12 0 Ain] [ 'by

— 0 a e a X
U-x = b : %'2 : 2.,n 74 = b
0 0 -+ Apn. Xn _bn

fori=ntolstep = -1

n
bi — Jij=i+1 Qij * X;

a; i

)

Xi=



/{f/Postacie uktadu rownan liniowych‘“}\

Ve

)

O 0 =] & A = L [

10lend

uktad trdéjkatny

\

\x

Maly element diagonalny moze wzmacniac¢ biledy.

ot fori=1ton
i= B bi - ;=]i ai’j . X]
z=07 Xi=
for j=1:1i- Ai,i
z=Z+4(1,])1*X(])* N =
=nd

x{l)={bi{1)-z)/A{1,1)>

3

17 A

-\
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z . . , P g
Ve Rozwligzanie ukiadu rdownan liniowych W

/ przy konfiguracjyi macierzy A: -
* trojkatnej dolne],
Y * trojkatnej] gdrne’, \

jest zagadnieniem numerycznle itatwym
do realizacji.

Dlatego tez dazy sie do tego aby problem
rownania A-x=b sprowadzié¢ do zadania

rozwlgazania macierzy trdjkatnych (au:#Cﬂ.

A-x=b >»L-U-x=b>b
a) L-z=0b>b
b) U-x=2z
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“/ Rozktad LU
el

=
o
_/— 1

Dla danej] macierzy A, poszukuje sle macierzy
/ L 1 U speiniajacych zaleznos¢ A=L-U. \.
(d11 A12 0 Aip
dz21 Q22 = d2n
An1 An2 ° Apn
_l1’1 O oo O ¥ ul,l u1,2 - ul,n_
. l2,1 l2,2 coe 0 O uZ,Z o uz’n

_ln,l ln,z ln,n_ 0 0 “t Upn.
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A\
/' Rozklad LU -
=/ g
- Punktem wyjscia do wyznaczenia'—
§ wartosci macierzy L 1 U jest zaleznos$¢ na 4

~/ 1loczyn maclerzy. s
W zaleznosci od przyjetej konwencji
przyjmuje sie ze na przekatne]
diagonalne] macierzy L lub U sa 1.

aij = ) lis U

n
=1

S
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A\
/' Rozklad LU -
-/ Zaktadajac, ze w k-tym kroku wyznaczono: -
* k-1 wilerszy macierzy U
* k-1 kolumn macierzy L
, Zz zaleznosScl na wartos¢ elementu
diagonalnego macierzy A wyliczy¢ brakujacy

element diagonalny macierzy L lub U:
k-1

/

Ak k = s Usp + L " Up i

s=1
k—1

dla lk,k =1 > uk,k = ak,k — Z lk,S ‘ uS,k
s=1
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' Rozklad LU =i,

—/ Uogdlniony algorytm obliczen mozna zapisad+

, fork=1ton 4
S . k—l L
(lk,k ' uk,k) = Qe — hs=1 lks * Usk

forj=kton
k—1
- Qg,j — 2is=1 li,s * Us,j
0 Ug,j =

lk,k
k—1
Ajk — 25:1 lj,s "Ug k

Uk k
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Przykiad
~ Dany jest ukitad rdwnan liniowych
2 1 1 0] [*1
4 3 3 1| |*2|_
8 7 9 5] [|X3
6 7 9 81 X4
Y1
Y2
L] - :
L]+ [32] = U]
Ya

Y1
Y2
Y3
Y4
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I Przykiad

7
C\JJ Rozktad Doolittle’a

L —
-/
2/
N 1. 0 0. 0.
2. 1 0. 0.
L/ 4. 3 1. 0.
3. 4 1. 1.
U —
2. 1 1 0.
0. 1 1 1.
0. O 2 2.
0. 0 0 2.

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

for k=1:n
o
for s=1:(k-1)
z=z+U(k,s) *L(s, k) ;
end
Ok, k)= (A (k, k) -z)/Lik, k) ;
ful j=k:n
(2=0; Y
for s=1:(k-1)
U z=z+L(k,s)*U(s,]);
end
U (k, J)—(A(k 1)=2)/Llk, k)./
e <
for -s=1: (k-1)
L z=z+L(j,s) *U(s, k) ;
end
KL(j,k)=(A(j,k)-z)/U(k,k)y
end

i ¢
[

N
_\.

e —

o




s j Przykiad 10|for k=1:n o
'C_\u_/ Rozktad Crouta E ;l 3 i)
/ Up=1 13 z=z+U (k,s) *L(s, k) ;
I, = 14 end
-/_/ 15| (B, K= (a(k, k) -2)[{Ulk, k) )
16 for j=k:n
/. 17 /~2z=0;
18 for-s=1:(k-1)
-/ 19 L z=z+L(j,s) *U(s, k) ;
20 end
21 KL(j,k)=(A(j,k)-z)/U(k,k);
22 ~z=0;
23 for s=1:(k-1)
24| U z=2+L(k,s) *U(s,3);
25 end
26 \U(k,j)=(A(k,j)-z)/L(k, k) ;
27 end
28 |end




- Przykiad
Va_

__,\_/_/ Rozktad Crouta

/
_/

U,,=1, odwrdcona kolejnoscé

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

A \x
k=1:n

for
z=L
for s=1:(k—-1)
z=z+U(k,s) *L(s,k);
end \
(B, B (a (k, k) -z) 01K, K) } \
for j=k:n
// z=0;
for s=1: (k—-1)
t] z=z+L(k,s)*U(s,]); g
end
\_U(k,j)=(A(k,j)-z)/L(k, k);
/2=0;
for s=1:(k-1)
I, z=z+L(j,s) *U(s, k) ;
end
L(j,k)=(A(j,k)-z)/U(k,Kk);




Przykiad

::l'

Rozktad Doolittle’a
odwrdécona kolejnosc

10
13
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
45
28

end

k=1:n
z=(
for s=1: (k-1)
z=z+U(k,s) *L(s,k) ;
end
[O(k, k)= (A (k, k) -z)/L(k, K));
for j=k:n
Z=0;
for s=1: (k-1)
]h z=z+L(]j,s) *U(s,k);
end

%)

~

kL(j,k)=(A(j,k)-z)/U(k,k)/;

/~Z=0;

end

for-s=1: (k—-1)

z=z+L(k,s) *U(s,j);

<

\ U(k,3)=(A(k,3)-2z) /L(k, k)

end
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Y2
Y3
Y4
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25

21
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42
43
44 |end

for j=k:n

z=z+U (1,

end

X(1)=(y(1)-

J)*x(3);

) /U(1i,1);

o K O N

11.
25.
21.




fi; Rozkiad LU - Scilab i
—_~[L,U]=1u (2) ; I,- U=A -

/| L1 = [4x4 double] Ul = [4x4 double] X
_J 0.25 -0.4285714 0.3333333 1 8. 7. g, 5. e
| 0.5 -0.2857143 1. 0. 0. 1.75 2.25%5 4.25
1, 0. 0. 0 0. 0 -0.8571429 -0.2857143 e
9.7 ) _ 0. 0. Q. 0.6666667
Y 5 1 0 0 9
[L,U,P]l=1u(R) ; I,-U=P-A
L2 = [4x4 double] U2 = [4x4 double] P2 = [4x4 double]
1. 0. 0. 0. 8. T . S, 5. 0. 0 l. 0
0.75 1. 0. 0. 0. 1.75 2.25 4.25 0. 0 0. 1
0.5 -0.2857T7143 1. 0. 0. 0 -0.857142% -0.2857143 0. 1 0. 0
0.25 -0.4285714 0.3333333 1. 0. 0. 0. 0.6666667 1. 0 0. 0
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lusolve ()

W Srodowisku Scilab’a dostepna jest
funkcja rozwiazujaca ukiady rdownan
liniowych metoda rozkiaddéw LU.

Wymaga ona przeksztaicenilia macilerzy A do
postacl macierzy rzadkiej, za pomoca
funkcji:

A s=sparse(A);
Wywotanie metody:
x=lusolve (A s,b);

J o



,J / a = \ \.
lusolve () -2
ren N
( 4, 4) sparse matrix
" Rozwigzanie ukladu rownian metodsa rozkladu LU
/i ( 1, 1) 2. \
_( 2. ( 1, 2) 1. \-
- ( 1, 3) 1. O
: ( 2, 1) 4.
_/ 1. ( 2, 2) 3. —
0. ( 2, 3) 3.
-/ ( 2, 4 1. A
1 |clear; ( 3, 1) 8.
. ( 3, 2) 7.
2 |clc; ( 3, 3) 9.
3 |A=[2,1,1,0;4,3,3,1,;8,7,9,5,;¢6,7,9,8]1; ( 3, 4 5.
= - e NEC o ( 4, 1) €.
4 | b=[5;11;25;21]; (4 2 .
5 |A s=sparse (A); ( 4, 3) g.
6 |x=1lusolve(A s,b); (4 4 8.
7 ldisp(x, 'Rozwigzanlie -ukitadu rdwnian metodg - -rozkitadu-LU");
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//: - Rozklad Cholesky’ego

—Jezeli macierz rzeczywlsta A jest
* symetryczna,
/¢ dodatnio okreslona, i
mozna rozilozy¢ macierz A na iloczyn LLT

J o

/

Jezell macierz zespolona A jest

* hermitowska,

* dodatnio okreslona,

mozna roziozy¢é macierz A na iloczyn LL*

Macierz jest dodatnio okreslona jezeli
wszystkle minory wiodace sa dodatnie
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Algorytm Rozkitad Cholesky’ego

~ ~ Algorytm wyznacza wartosci macierzy L,—

w rozkladzie A=LLT dla rzeczywistej
maclierzy A

fork=1ton

lk,k —

\

k—1
2
A e — Z L s
s=1

fori=k+1ton

li k=

k—1
Ai k — Zs=1 li,s : lk,s

lk,k

~

™

Hh

I r‘ ']'

n

S= k-

z=z+ (L (kK

k)= (A(k,k)—-z

z=z+L(1,s)*L

L(i1,k)=(A(1,k)—-2z

L

'k,

k);

\

\—\;
,_\¥



= ~ Przykiad
/- 2 1 1 O“ le 5 ans = [4x1l double]

3 1
B 7 5
6 7 F9 8

Z rozkitadu Cholesky’ego

1 O O O X = [4x]l double]

;;;;;;;

]2 1 0 0
4 3 1 0
3 4 1 1
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Algorytm Rozkitad Cholesky’ego

/

¢
~ ~ Algorytm wyznacza wartosci macierzy L,—

w rozkltadzie A=LL* dla zespolonej macierzy A

fork=1ton

k—1
2
Lk = |Qrr — Z ‘lk,s‘
s=1

\
fori=k+1ton

k—1 T
Ai k — Zs=1 li,s : lk,s

lk,k

li k=

v N

\_\—
,_\_

-
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~ Przykiad
¥ 4 2=2i 0 2 0 1 1
2+ 2i 2+21 141 2 X2
0 2 — 2i 6 2—2i 1—il-|x3
2 1—1 2+ 21 7 2+ 21 | X4
0 14+i 2-2i 7 | X5
Z rozkitadu Cholesky’ego = [5x1 double]
"2 0 0 0 0 + 1.4
1 2 0 o of ...
=10 1—i 2 0 0 - i
1 0 1+1i 2 0 C o
0 1+ 0 1—i 2

1
|
p—
_|_

I
| I t I |

i i i i i
I I I I I
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4/ Metoda eliminacji Gaussa i
oy =/ -
__/— —\_
* Fliminacja Gaussa polega na sprowadzeniu
) réwnania macierzowego zapisanego w postaci. -

A-x=b do postaci U-x=12z, gdzie U jest
maclierza trdjkatna gdrna.

* Eliminacje prowadzl sle za pomoca
przeksztatcen elementarnych.

* Procedure najwygodnile] zautomatyzowac
dazac do uzyskania na przekatnej] macierzy
trojkatne] gébrnej] jedynki. Nie jest to
jednak warunek konieczny.



/~ ' Przyktad A
—/_E—{ozwiazaé ukitad réwnan metoda eliminacji Gaussc';—
J_ﬁ \_

6 —2 2 X1
12 —8 6 X2
3 —13 9 X3
—6 4 1 —18 X4 —38



'S Przykiad

ey
(6 -2 2 4] [%] [12°
12 -8 6 10 | [*2|_| 34 || 2%,
3 3 —-13 9 3 | [*3 27 |[0.5a,;
B —6 4 1 —18] lxl 1-38]] —qy;
6 —2 2 4 ] [7] [12

12—-2-6 —8+ 22 6—2-2 10-2-4] [X2 34 —2-12
3—05:6 —=134+05-2 9-05-2 3—-05-4| |X3 27 —0.5-12

 —6+6 4 — 2 142 —18+ 4 | x4l 1-38+12
6 =2 2 4 1 [*x1] [127
0 —4 2 2 | [*2]|_|10
0 —12 8 1 X3 21 ||3ay;
0 2 3 =141 xal  1-2611-0.5ay;




'S Przykiad

" ma
__[6 —2 2 4 1 X171 [12
0 —4 2 2 x2| _ [10
Y, 0 —-12+3:-4 8-—3:2 1—3:2 X3 21 —-3-10
— 0 2-054 34052 —14+05-21 x4l 1-26+4+0.5-10.
6 =2 2 4 X1 ] 12
0 —4 2 2 Xo| _ | 10
0 0 2 =51 |x3 —9
0 0 4 -—131 lxil [-21112a5;
6 —2 2 4 1 [*¥1]  [12
0 —4 2 2 X2 _ |10
0 0 2 -5 X3 |-9
0 0 4—2-2 —=13+2-5] x4l 1|-21+2-9]
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Przykiad
6 —2 2 41 [*1 (12 ]
0 —4 2 2] |X2 _ 10
0O 0 2 =5] |X3 —9
0 0 O =31 X4l |— 3.
12-4-1+2--2-2--3)
X{ = =1
6
"X 10—2-14+2--2)
X B Xy = _4 = —3
X3| -9 —(=5-1)
| X4 X3 = ? = —2
—3
}C4:_—3:1
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Algorytm metody Gaussa

s~ fori=1:n
D = A(,1)
forj=in
AG,j) =22
J) ==
b(i) ==
fork =i+ 1:n
M= A(k,i)
fors=1in
A(k,s) = A(k,s) — M = A(i, s)
b(k) = b(k) — M = b(i)

Jo



10 | [*2 34
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—181 1X41 1—38.

X2 34 ||—a1; 12
X3 27 _alj 3
—6

12 -8
3 —13
—6 4
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W D W
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Przykiad

L 2 2 gy g2
3 3 3| x| _|10||l/(-8
0 -4 2 2 ['[X[=]5;
0 -12 8 1| || |5
-0 2 3 =144 )
g 1 1 2 : _ ,
3 3 10
0 1 1 2 1 4
2 2 2| 10 .
1 ! =121 (—12. - ||=a,, - -
0 —12+12 8-(-12--3) 1-(-12--3] ii 21— (12 13) _ZZ;_Z
1 1 —26—(2-——
b2z so(enl) e (end)] LR
-1 2] T2
3 3 3| [*] 10
0 1 -= ——|'[l=|"7
2 2| %S _g ||/2
O O 2 _5 _x4'_ __21_
0 0 4 —13-
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Przykiad

1 1
3 3 3| a1
1 1
1 —= —=. [*2|_
2 é X
0 1 —=| X4l
2
O 0 1 -
2+1 3 - 2 2—1
3 3 3
10+1 , 1 .
_—— -2 4+ == —
4 2 2
9+5_ 4 ,
2 2 2




" Przykiad =zezos (r, 1)
d(ji-;;_/ function x=Gauss (A,b) ox 1=ri-;

r=size(A,'r'); e
for-J=1tl:x

/ for i=1:r 2 . |
% A (i,1); SR
o/ for j=i:r end
o - A(i,j)=A(i,3)/D; x(1)=(b(1)-2) /A(1,1);
T and end
1002, 2, 45 b(i)=b(i)/D; endfunction
'“'f:'(" d for k=i+l:r
S =A(k,1);
-6,4,1,-18]; for-s=i:r

A(k,s)=A(k,s)-D*A(1,s):
end
b(k)=b(k)-D*b(1);

xX=Gauss (A,b2) ;
disp(x);

end
disp(A,b);
end
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Przykiad

-0.3333333
1.
0.
0.

0.3333333
-0.5

1.

0.

U.cccebo]/
-0.5
—2.5

1.

1.
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V=

~ Metoda eliminacji Gaussa
/¢ W sytuacji gdy na przekatnej-
maclerzy A wystepuje 0, konieczne
= staje sle przestawlenle (zamliane
wlierszy ukitadu) w celu eliminacji

problemu dzielenia przez 0.

* Jezell na przekatnej] diagonalne]
wartoscli sa bliskie zeru zalecane
jest przeprowadzenie procedury
analogicznej] do omdowlione] powyze]

-
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/' Metoda eliminacji Gaussa z

-
_}_wyborem.elementéw gtédwnych g;*\

* Metoda Gaussa zapewnia uzyskanie wynikow =z
o/ niewielkim bledem, jezeli tylko wartosci na gidwnej \
— przekatne] nie sa bliskie zeru. —

* Gdyby modutr ktdéregos z dzielnikdw byi maty w
pordéwnaniu z innymi wspdiczynnikami, to mdégiby
powstac¢ znaczny bitad numeryczny.

Istnienie zera na przekatnej wykluczaioby
rozwlazanlie metoda eliminacjli Gaussa.

* Aby tego uniknac, stosuje sie jedna z metod wyboru
elementu gidwnego:
o Wybdr czesciowy elementu gidwnego
o Wybdér peiny elementu gidwnego
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Metoda eliminacji Gaussa z

o
wyborem elementdédw gidwnych ‘X_ﬁk

Wybor czesciowy elementu gidwnego:

W k-tym kroku eliminacji poszukuje sie Mx
najwiekszego elementu co do moduiu w k-tym
wlierszu lub kolumnie, a nastepnie przestawlia
wskazang kolumne lub wiersz k-ta kolumna

lub wierszem

W przypadku przestawiania kolumn nalezy
pamieta¢ o odpowiadajace] 1m zmianile
kolejnosci zmiennych.
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Przykiad - wybdr czesciowy

12

0

’ Wybdr elementu podstawowego w kolumnie:

_JF;’

6 —2 2 4 71 1x1 [12116
12 -8 6 10 | |x|_|34])[12)
3 —13 9 3 X5 27 |13
6 4 1 —18l [x,] [=38ll6
nie zmieniamy
i} L ) i azq
12 -8 6 10 X4 34 [az; = a;
6 -2 2 4 s
3 —-13 9 3 —ay;
6 4 1 -—18. 211
—41
a1 Y
—8 6 10 34
2 6 (—=8) 2 6 6) 4 6 10) | i 12 6 (34)
12 12 12 . 12
13 3 (=8) O 3 6) 3 3 (10) | = 27 3 (34)
12 12 12 o 12
i+ 2 e 1+ 2.6 —18+2 (10) SR PP (34)
T 17 — 1o+ 7 | AT, |




wybdr czesciowy

Przykiad -
‘ 12 -8 6 101
0 2 -1 -1
0oy 51
00 4 —13
12 -8 6 107 o
0o -1 = 2 X,
— — = 2
22 ||y | =
0 (2 -1 -1]]|,
| A4
L0 0 4 —13
12 -8 6 10
" 1 15 1
2 2
0 0 —142 (15) |42
11 \2 11
0 0 4 —13

_34_
=2 2

37
2 |l

—71d'0

1|nie zmieniamy

nie zmieniamy

37

q. . 2
3] Ay, 2]
‘lnie trzeba
34
X1 37
X2 _ 2
X3 | - 2
1 BT
—21

(

2

)_



—/_/

Ve

/

_/—/

Przykiad - wybdr czesciowy

=
o o L

-

12
0

o
oS O =
- @ <

-8 6 10 -
L, o
2 2 .
o A 10
11 11
0 [4 -—13{
6 107
15 1 | [X1]
2 2 | %
4 —13] [x3
= _2 | X4 |
11 114
10
1
2
—13
10 4 1 (—13)
11 11 4

— 34_
37

2
18

11

11
4

214

nie zmieniamy

nie zmieniamy
nie zmieniamy

Ay3
a4j - _agj'




'S Przykiad - wybdér czesciowy

=y
o 12 -8 6 10 - - 34 -
) . 15 1 | ] 37
y 2 2 | %2l | 2
2 0 0 4 —13| |x; —21
0 0 0 3 X, | 3
- 11 - L 11 -
-34—10—6-—2+8-—3_1
12 B
Xy 32_7_%_|_2 12_5 /?
X3 -21+13 —2
_}f4_ 4 — _2 B 1 i
3 11 ,
11 3




Przykiad - wybdr czesciowy
" Wybdor elementu podstawowego w wierszu:

6 -2 2 41 [*] '12‘@ 2 2 4

12 -8 6 10 [ |*2|_| 34 Ni tawia si
3 _-13 9 3 X3 27 ie przestawia sie
1

-6 4 _18] lxs] |-3g|| kolumn

nie zmieniamy
I ) ] azq
6 -2 2 4 X1 12 (%2 = %
12 -8 6 10 | [xz2|_]| 34 -
3 —-13 9 3 X3 27 ||asj =7 j
-6 4 1 -—18] lxil [-38] s
a4]'_a_11a1j
6 2 2 4 . - 12
0 —8-22. L) 6-2.2) 10-2. | ] |- 4y
6 6 6 x2] 6
0 —13-2.(—2) 9-2. 3= | 1% |27-2 4y
6 6 6 | Xy 6
0 4+ (=2) 1+ (2) —18 + (4) | | —38+ (12) .



'S Przykiad - wybdér czesciowy

_/_/ 6 -2 2 4 X1 12
0 -4 2 2 [ |x|_]10 2 2
0 —128 1 '3 21 Nie przestawia sie
| Z Wi |
/ 10 4 3 =141 X4, =261 | olumn
nie zmieniamy
6 =2 2 4 ESR - 12 ] |nie zmieniamy
0 —4 2 2 [ 1% 10 ||a -—@a ,
0 —12 8 1 | |x| |21 | apn ¥
10 4 3 —141 L|X4. |—26. Ay
* Ugj —— dy
25,
6 —2 2 4 1 o o T 12
X1
0 —4 2 2 10
X2
0 0 8- 2) 1 = )| |xs| |21 L3 (12)
4 4 o 4
0 0 4+ (2) —14 + (2)]1 V% —26 + (1)




'S Przykiad - wybdér czesciowy

A/
_ _ ) ( M v - 7 | Konieczna jest
_/— 6 2 2 4 X1 12 Zamiana kolumny
0 —4 |2 2 || %2 _ 10 |az3
) 0 0 |[FTZ5| [x3 —9 2
e/ 0 0 [4)(—131 L[X4l —21
- _|nie zmientamy
6 —2 4 12 nie zmieniamy
0 —4 Z 10 nie zmieniamy
0 0 |5 -9 o
43
0 0 \_1 —21] (14;' __a:gj
33
6 —2 4 o 12 ]
1
0 —4 2 Y 10
0 0 =5 = —9
4 13
0 0 O X3l [—60 —— (—9)
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Przykiad - wybdr czesciowy

6 =2 4 27 . [12°
1
0 -4 2 2| 10
0 0 =5 2-x2:-@
00 6 x4 12
_ | V3 [l
12—-2-(-2)—4:2+2-(-3)
- _
u3—2-(—2)—2___3 X,
_4 - — XZ =
—9—2-(=2) X3
_5 - | Xg ]
12 5 ,
5 6
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Metoda eliminacji Gaussa z

,~ wyborem elementéw giéwnych

Wybor peiny elementu gidwnego

oW k-tym kroku eliminacji poszukuje sie
najwiekszego elementu co do moduiu zawartego w
elementach macierzy ziozZonej z elementdw a,g,
takich ze kSfrSfn oraz k=<rsn

O Nastepnle kolumne 1 wliersz zawlerajace
najwlekszy element zamienia sie z k-tym
wlerszem 1 k-ta kolumna

o Nalezy pamietac¢ zZe przy przestawieniu kolumny
konieczne jest takze przestawilienie
odpowladajacych 1m zmiennych

J o



Przykiad - wybdér peiny

(X1 [ 12 (|4 wierszz 1
X2 _ | 34 | |4 kolumna z 1

X3l | 27 | |x4Z x4

| Xa] | —38]

nie zmieniamy
- L ] _ d21
—18 4 1 —6] [*4] [-38]|% 5 %
10 -8 6 12| |X2|_| 34 s
3 —-13 9 3 X3 27 a3j_a_a1j
4 -2 2 6] [l L12. Lyt
W
~18 4 1 —6
0 g0 46— 122 ol e |34
—18 —18 —18 o
0 13— 4 9> .1 3__ ._g | = 27
—18 —18 —18 .
4 -1




Przykiad - wybdér peiny

—18

0

0
0 _

—18

0

0

0
~18 4 1
. 37 55
3 6
59 52
o0 (=)
20 10
e

6 _
26 iy
A 4
3 |x, )
2 xX3|
14| 1
9 3 .
4 1 —6
37 55 S|
3 6 x4
52 59 26|-|2
— X3
9 9 3| |,
10 20 14| Y
9 9 3

-— 38
116

9
62

3
32

| 9 |

62

116

32

-— 38

37

3wierszz?2

nie zmieniamy
nie zmieniamy
a 232 a
3j — _Uzj
22
oy,

a4j _—azj

A22

-3 jest najwieksze




Przykiad - wybdér peiny

__38_
62 1286
3 ||37 Jest najwicksze

0
6

0 0 251 ( 286 iz =356 ||4 kolumna z 3
11\ 37 | [ 111 [[xs 2 xs
155 1 1 188

—18 4 1

! 111 374 L 111+
—18 4  —6 1 7 —38
37 , 55 8 62 |\nie zmieniamy
3 6 x4 3 ||nie zmieniamy
0 0 286 251].- x2 = | 356 [|nie zmieniamy
37 111 || |T11)|, %3,
0 , 166 155 ? 188 (|74 gy, 3
! 37 111 L1114
—18 4  —6 1 . - —38
) 37, 55 62
—_— —_ x —_
3 6 - 3
286 251 172 = 356
0 — X1
37 111 N 111
0 . 0 155 /166y /37 \ /251 3 188 166\ /37 \ /356
! 111__(2%7)(286)(111)- 111 (37:)(286)(111)-




£
Przykitad - wybdor peiny
—18 4 -6 1 - —38 -
; 37 55 | 62
3 6 | |, 3
.o 286 2511.1°%| =] 356
37 111| || | 111
) O v i 24
: 143 L 143
—38 — (H(=3) — (=6)1) — (1)(=2) _ |
—18
62 (55\, .\ ..
o T-(g)v-@a N
X4 37 - X1
x| —3 X,
= —
X1 356 251 (—2) X3
ESY 111 111 _1 | X4
286
37
24 (143 _
143(12)_




/ | | | |

4/ Metoda eliminacji Gaussa-Jordana @

-y =\
* Jest to zmodyfikowana metoda eliminacji Gaussa

P rownan Ax=b .
—/ ¢ Dazy sie do sprowadzenia maclerzy A do postaci —

diagonalnej jedynkowe]

* Wtedy w wyniku przeksztaicen wektor b bedzie
zawleral wartosci przyporzadkowywane X w
wyniku rozwlazania

* Przed przystapieniem do obliczen w przypadku
gdy na przekatne] znajduja sie elementy zerowe
nalezy odpowiednio przeksztaici¢ macierz A

* Metoda ta w literaturze wystepuje jJako metoda
Jordana lub metoda eliminacji zupeine]



_/__/
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Metoda eliminacji Gaussa-Jordana T -

Algorytm rozwiliazywania

.Dzlell sie wszystkie elementy macierzy A 1 \

wektora b z 1=1 wiersza przez element a,, —

.0d kazdego elementu i=2,3..n wiersza maclerzy A 1

wektora b odejmuje sie pierwszy element wiersza
pomnozony przez odpowladajacy mu element
plerwszego wlersza

.W kolejnych krokach powtarza sie czynnosc

traktujac elementy z przekatnej jako wyjsciowe

.W efekcie elementy poza przekatng macierzy A sa

zerowane, a na przekatne] przyjmuja wartosc¢ 1,
natomiast elementy wektora b daza do rozwiazanila
uktadu rdwnan



/f: " Algorytm metody Gaussa-Jordana

o

/

vy

y

/

foard =130
dzielnik = A(z,1)
for 9y=g¢:n
.y A(z,7)
A -
(i) dzielnik
. b(7)
b(7) =
©) = Tieinik
for i=1m
if jl=1i
mnoznik = A(J,1)

fork=n:m
A(j, k) = A(g, k) — mnoznik - A(i, k)
b(k) = b(k) — mnoznik - b(z)



" Przykilad )
/ \
/s =
6 —2 2 401 1] [121]/aq1 (wpierwszej kolejnosci)
12 -8 6 10 | [X2|_ | 34 ||92i — Q21 * Qq;
3 —-13 9 3 X3 27 ||az; —a3zq * Aq;
—6 4 1 —-181 [X4 |—381 |Ayg; — Ayq * Aq;
6/6 —2/6 2/6 4/6 1 X1 T 12/6
12-12/1 -8-12(-2/6) 6—12(2/6) 10—12(4/6)| |x2| _|34—12(12/6)
3—3/1 —13-3(-2/6) 9 -—3(2/6) 3—3(4/6) X3| | 27 —3(12/6)
| -6+ 6/1 4+6(-2/6) 14+6(2/6) —-18+4+6(2/6)] ¥4l L—-38+6(2/6).
-1 _l 1 E | a1 1 2 7190 — @1z * az
3 3 3 ¥a 10 ||/ay, (W pierwszej kolejnosci)
0 —4 2 2 |- = _ ,
X3 21 | |93i — Q32 * Ay
=128 X4 —26]|43i — A3z * dyj
0o 2 3 —-141 - - = 7




o 2-@®  3-@(-3
- 11
1 O g E ETN
1 1] |*2
01 =3 ~7]|%
00 2 =5 ¥
0 0 4 -13

2/—4

0 -12 - (-12)(1) 8—(—12>(—3) 1*‘”(‘%)'
1
-14-@(-3)

)

N

2

) 3-(3)(-2)

2/—4

A1i — Q13 * Az;
(z; — d23 * U3
5 |[/ass (W pierwszej kolejnosct)
—9 |1Q4i — Q43 * Ag;




/ \ \
</ Przyklad |
=/ ~
__ﬁ_/_J o o M - 23 L\_ fffff 2
/ 127 [X1] 159 Ayj = Qqq * Ay
0 1 0 ——| [*2| _|——]|%2i — Q24 * Q4
/ g xs| 7| A ||asi — aze * ag
o/ 0 0 1 - X4 _; /a44 (W pierwszej kolejnosci) \
- 0 0 0 -3 | 3
10 0 11 117 23 11
12 12| ryq |12 12
0 1 O ’ + ‘1 > D + !
— — —_— 2 _ — — —_—
s s 2| 95
a2 |xa 4
0 0 1 5 + 21 Bl 5 + 5
0 0 0 —3/-3] | —3/-3 |
1 0 0 0] [*1] 1
0 1 0 Of [*2]_|[-3
0 0 1 Of |*3 —2
0 0 0 11 [*4 1




A =

Przykitad -obwdéd rozgaiteziony
z, I, g I
11 _ E, =100V
e ] .1, E,=3100 V
‘ ‘ 2,=2.=10 Q
_13_5_ ool L U 2,=24=310 Q
\ 2:=2,=-310 Q
2, e L 2,=2,=20 O
1o 1 3
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Uktad rdéwnan liniowych -
Lz 4+ LZy + IsZz = Ey+E
—I3Z3 + 1474 IgZg = 0
—1,Z, + IsZs I¢Zg =  —Ej )-
—14Z4 — l6Zg 1;Z; = 0 -
-1, + I I = 0
L - I3 - I 0
-1, - Iy Ig 0
—Is + g I; = 0

1. Zgodnie z I prawem Kirchhoffa uktada sie o jedno
rownanie mniej niz jest wezidw

2. Z2godnie z II prawem Kirchhoffa uktada sie tyle
rownan ile jest oczek niezaleznych



n £ £ / n u \
Macierzowa posta¢ ukitadu réwnan liniowych .

i~
-y

Tl |E1+E;

I, 0 \

I3 —E; -
4] _| o

Is 0

Ig 0

1 0

Ig 0




n £ £ / n u \
Macierzowa posta¢ ukitadu réwnan liniowych .

= N\
0 Iy E, + E,
0 I —E, >
0 I 0
0 I, 0
0 Is 0
1 J P 0
I, 0
Ig 0




/~ / Macierzowa postaé ukitadu rdéwnan liniowych' g
-/"'\ /

N\
"z - Z - _ L“ Cj\

=[21 22,23,0,0,0,0,0;//1
,—z3,z4,u,a,;,28;fﬁ;

\

//Wektor-Napiec- 1
b=[E1+E2;0;-E2;0;C
nb=[E1+E2;-E2;0;0;0;0;0;0




_f'J / Tleswn < 1n s

"Rozpilyw pradow obliczony rozkiadem LL*:"

a

/

201.41346
100.64615
-1024.0192
100.41346
-9.8846154
496.57692
50.192308

+

100.767311
100.221151
3.020D-141
100.634621
7.67307691
0.46153851
50.27884¢61

~AlAT1 -

P ™ T T

ycznych

7876106
2956637
4424779
5929204

4.4230769 7.115384¢61

4690265

e Rozktad Gaussa-Jordane -5.2212389
* Funkcja linsolve () 0.7522124
2.3451327

Brak rozwlazanila
* Rozktad LL* - maclierz A nlie jest
* Funkcja lusolve ()

+ + +

n =~ NN W o o

w

.18584071
15044251
. 36283191
. 89380531
. 96460181
.68141591
.28318581
.17699121

hermitowska
— macierz A jest zespolona



' { Uktad réwnan liniowych \ N
o B Metoda praddow oczkowych - B

l.Zdefiniowanie praddw oczkowych

B
{ HI * I Jiv >

2.0kreslenie zaleznosci pomiedzy

2 pradami
| * I;=J;
ﬂ 2 c T.=J -

A~ O F++——_C 10 : %;gi_gif

] . * 179w
I [V + Ii=d

’ | o | * I&=drrIw
L {1 I, z, -
L * Ig=J5p




= Ukiad réwnan liniowych |
- Metoda pradéw oczkowych -

f(Zl + 2, + Zs) J1=243Ju—=242Jiu = £+ E
_53'[1"‘(23 +Z4+Z8)'.[II_Z4'.£IV:O )
=42 )1+ (2, + Zs + Zs) Ji = Ze *Jiv = —E5

| _Z4'[11—Z6‘[111+(Z4+Z6 +Z7)'.£IV:O -

-
—~

[ 1
Z;

[11 ) [] [V




Uktad réwnan liniowych \
Metoda pradéw oczkowych -

_/— |

2y + 25 + Z3 —Z3
—43 ZS +Z4 +Z8
-7, 0
| 0 ~Zy4
L B +E
5 £y + £
Ju| | o
Jur| | —E;
Jiv | 0

-
e

0
\
-2, b
—Zs
Lyt Lo+ L7
4 IW‘ B |
L
E I Z II Ly
-, I Z,
_T_ _ ‘ C . : D




'’ = Ukiad réwnan liniowych

W a Metoda pradow oczkowych —
P 10  10i —10i 0 I 100 + 100i N
~lwi 20 o @ -20 | [luf_ 0 E
—10i 0 1 101 [ul —100i
0 -20 (100 4010 [}, 0
Otrzymano rozwlazanle:
« Rozktad LU 7.7876106 + 3.18584071
* Rozktady Gaussa “';f‘*? T et
e Rozktad Gaussa-Jordane ;ﬂ:lff;__ff:;:;;‘
* Funkcja linsolve ()




N/ / ;_/ B
Va4 ( =
SRy %

‘ //§ ‘J ; -
- I
r ‘ l P

Ukitady réwnan liniowych
Metody iteracyjne



W oUW N

.Metoda
.Metoda
.Metoda
.Metoda

2w SESESEE . o

Zakres wykitadu

.Funkcja wbudowana Scilab
.Kryteria zbieznosci
.0gdlna

metoda i1teracyjna

Richardsona

Jacobiego

Gaussa-Seidela

Nadrelaksacji - zmodyfikowana Gaussa-Seidela

.Implementacja metod



[ A\
L Funkcja linsolve () N
- S

W Srodowisku obliczeniowym Scilab dostepna jest funkcja
y rozwliazujaca dowolne uktady rdéwnan liniowych zapisanych w \
~_postaci rdédwnania macierzowego Ax+b=0

Sktadnia polecenia:
x=linsolve (A,Db) ;

gdzie: parametrami wejsciowymi jest macierz A i wektor b.
Macierz 1 wektor musza mie¢ zgodna liczbe kolumn 1
wierszy. Macilierz A jJjest maclerzg kwadratowsg.

Przy powszechnie stosowanym zapisie ukiadu rdéwnan
liniowych Ax=b funkcje wywoituje sie:

x=linsolve (A, -b) ;



Przykiadowe
4 1 1 1| |
PR O T G I
ﬁ °
1 1 4 1| [*3
1 1 1 4| I|x
5 1 1 1] |x
g |2 7 2 2] %
%
3 3 9 3| [*s
4 4 4 11l lxa
1 2 -1 3
cL 002 4 -2
0 0 4 1
00 0 7

uktady r

10
110
120

5
10
~1—-10
120
5
X1
X2
X3 =
X4

:\1www:

10
—10
20

wnan

O

| 4.1562
5.2934
6.4562

116.0942.

N AN =

Jo



Przyktadowe ukitady rdéwnan

pA

S

ear:clc; "Rozwigzanie rownanie 1:"
A=[4,1,1,1:;1,4,1,1;1,1,4,1;1,1,1,4]; B T

— [ E s B 9 7o 2 2 0 2 s j A A . -4-5238095
B‘[*-‘r—r—r—ff;r'rf’—r‘;r—-'r—-'r-'r—-'r*-r*-r*-r——]r

C=] -2;0,0,4,1:0,0,0,7] 5.4761905

> _ e 2 A . . ]
A A e e A e e e e e A A B A

0.4761905

"Biad obliczen norm=1.863D-14"
"Rozwiazanie rownanie 2:"
2.0822397

_ );20:5];
x1l=linsolve (A,-b):
nl=norm(A*x1-b);
x2=1linsolve (B, -b): -2 .6684164

n2=norm(B*x2-b) ; 2.4978128

x3=linsolve (C,-b) 7 -0.2405949

m(C*x3 b): "Biad obliczeA norm=1.379D-14"

W W 0 s W N =
o
|
!
I
!

st
o

ol

N
]
w
||

( igzanie réwnanie-1:',x1):; "Rozwigzanie rdwnanie 3:"
ol| Eiid bbliczen -norm="+string(nl)): 40.535714

o ('Rozwigzanie réwnanie - 2:"',x2):; -13.928571

O

O

O

=
;o W

'Bigd-obliczen norm="+string(n2)): 4.8214286
'Rozwiazanie  -rownanie-3:"',x3):; 0.7142857
'Biad -obliczen norm="+string(n3)):; "Biad obliczen norm=1.434D-13"

ot
(o))

17




\

*W praktyce obliczenilowe] pojawiaja:§:

sie jednak dosy¢ czesto ukitady —
rownan liniowych, ktdérych wymiar
(macierzy A) jest rzedu 103 lub 4

nawet wiekszy. -

*Prawle zawsze maclerze wilielkich
uktadéw liniowych nie sa
maclerzaml peinymi, ale rzadkimai,
tzn. maja niewliele elementodw

niezerowych.
*Jednym ze sposobdw rozwlgzywanilia

wlielkich ukitaddédw rdéwnan jest
stosowanlie metod iteracyjnych.



{
/ Metody iteracyjne tworza ciag przyblizen

n
VA x(0) (1) 5(2) &N~

~/ do rozwiazania ukitadu A:-x=b. Sa szczegdlnie przydatné—\—
dla duzych macierzy rzadkich, gdy przechowywanie rozktadu
-/ bezposredniego Jjest kosztowne, a wymagane Jjest rozwigzanie \
= o okreslone] tolerancji, niekoniecznie z peilna —
doktadnoscia arytmetyki.

Kazda metoda i1iteracyjna wymaga:

e przyblizZzenia poczatkowego x(®);

e Wzoru lteracyjnego;

e warunkdédw zbieznosci;

e miary jakos$ci biezacego przyblizenia;

e tolerancji 1 maksymalne] liczby 1teracji.

Koszt nalezy oceniac¢ jako iloczyn kosztu jednego kroku 1 liczby
krokdw. Szybki krok nie zapewnia krdétkiego czasu caitkowitego,
jezell metoda zbilega bardzo wolno.



U Kryterium zakonczenia obliczen -

" 7 <
“"_./_/ Dla przyb Me = &r
/ A-x=Db re
_/—/ 2. 0 < &,
Obl

_/ 3. Kryterium maksymalne]j liczby iteracji




Ogdélna metoda iteracyjna

Rozwazajac roziozenlie maclerzy A za
posSrednictwem macierzy Q (tatwo odwracalnej) :

A=Q-(Q—-4)

A-x=Db

ROwnanie

Otrzymuje sie
Q-x=(Q@—-A)-x+b
Posta¢ iteracyjna
Q -x*t) = (0 —-A4) - x® +p
Po przeksztaiceniu kolejne przyblizenie wyznacza

x*t) = (0 —-A4)- QL. x® 40 1.p

Ostatecznie
x*t) = (] —Q71.4)-x® 4+ 01.p
xk+D) = B x() 4 ¢
Metoda jest zbiezna gdy max;|4; - B| <1

sie

J o



/ A\

/' Metoda Richardsona %
w | W metodzie Richardsona macierz Q przyjmuje. -

—wartos¢ macirc o - | .
. Wartoscli wiasne maclerzy mozha

/ wyznaczy¢ za pomoca funkcji spec(). \

PR

Dla poprawy
wprowadza si Lambda = spec(A),

Wspdtczynnik relaksacji

2 2
O<w< W =
Amax opt Amin + Amax
2 - Re(A;
0 < w < min (])

2
N VY



/

//: - Algorytm metody Richardsona \}\
vy B
., fori=1:n N
i n b
k
suma; = b; - E A X%
J=1
k+1 k
xl( )=xl-()+a)-sumai



SowWw N Ul _ D

SO O =

DW= R

O O DN DD

SR NG

DO N =

UGN

10
—10
20 |’
5

—10

10

20 |’
5

10
—10
20
5

g o

3| 0<w<Z~028
7
3l — 2 _
S Wopt = 377 = 0.2
[ 4.1562
52934 0<w<0.12
6.4562 |’ Wopt = 0.09876
116.094 2]
- :
2] 0<w<-=028
_ 7
= , ,
é' a)opt = E ~ 0.25




O 0O O s W N =

=
N = O

clear;

clc;

B=-04,.1.1:181.48.1.1581:1.:4:151:1:1,41;

B-=- 031311 582; 152:; 283533 9:3598:; 838111 ¢
C=-101;2:-1,;3:0,2,4,-2§0,0,4,1;0,0,0,7];

b = [10;-10;20:5]~

m = 2000; // -maksymalna- liczba iteracji
w=0.28; // wspoiczynnik relaksacji
delt = 107-10; // - zadana dokitadnosé

// Przyblizenie poczgtkowe

x-=-[02020:0]>

n = size(A,1):




= 1l:n
c=c+ A(i,]j)*x(J,k-1):

r(i) = b(i) - cs

x(i,k) = x(i,k-1) + w*r(i):
end
// Kryterium- zakornczenia
nk = norm(b - A*x(:,k))/ (norm(A) *norm(x(:,k))+norm(b)) ;
dk = norm(x(:,k)—x(:,k-1))/(max(l,norm(x(:,k)))):
if (nk < delt && dk<delt) then

disp("Rozwigzanie- -osiagnieto -po-" + string(k-1) +

"-iteracjach.");

break:

end




A B ™

&

L

37|disp("PrzybliZone rozwigzanie - -ukitadu-dla -w="+string(w)):
38|disp(x(:,k)) 7

39|disp ("Norma - - residuum:") 7

40|disp (norm(b - A*x(:,k)))

44|t = (O:size(x,2)-1)":

45|clf():

46|plot2d(t, x");

47 |xlabel ("Numer iteracji"):

48 |vlabel ("Wartos¢ przyblizenia"):;
49|title ("Zbieznos¢ metody-Richardsona™);
50|legend ("x1", "x2", "x3", "x4d"):

xgrid() :




Y S

Zbieznos¢ metody Richardsona Zbieznos¢ metody Richardsona
1a77 352116
7 1 ] %1
d 9276 w | ] [
3 3a1186 a |
s 8476 xt - xd
7eT6 258116 |
@ GaTE =
/ E s - ki 20116 _ \
E 4aT6 E 1.58116 !
/ 3 3 ] \
2 376 2
g S et :
S 2076 ]
1aT6 ] 5al115 .
S 720 o USRS SNSRI SRS SOE SSSSSN S S SIS S S ] ’
Oa00 .
1676 ] \
2676 5a115
[i] 110 20 30 40 50 60 70 BO a0 100 1] 10 20 30 40 &0 &0 T0 B0 a0 100
e/ Numer iteracji Numer iteracji N
0$¢ metody Richardsona
BaTg
R
TaTd — xd
i x3
POdS tawowa - x| "PrzyblizZone rozwigzanie ukladu dla w=1"
— 3.111D+76
metoda - ~1.037D+76
€ am ] 2.593D476
n
b 1
Richardsona . 7.778D+76
= g -
1876 "Norma residuum:"™
0a00 | . 6.181D+77
|
-1arg -
w=1

Mumer iteracji



Wartosc przyblizenia

Zbieznosc metody Richardsona
—_— x1 \\—\-/~
—_— X2
x3 |
......... H’4 \
&
"Rozwigazanie osiagnieto po 547 iteracjach.”™
"Przyblizone rozwiazanie ukladu dla w=0.28"
2.1428571
-4,5238095
5.4761905
0.47615905
"Norma residuum:"
2.508D-09
4 1 1 1] %2 10
1 4 1 1| |* _ —-10
100 150 200 250 300 350 400 450 500 560 600 1 1 4 1 X3 20
1 1 1 41 X 5

Numer iterac)




L

Wartosé kryterium

0.8

0.6

0.4

0.2

Kryteria zbieZnosci nk i dk

wzgkadng miarg residuum
i wzgladna zmiana migdzy dwoma kalajnymi iteracjami
!
] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

Mumer iteracji

600

Dynamika zmian dk

0.1

02

03

Delta dk

04

Ik

Bkl

100

150

200

250

300

Mumer iteracji

350

400

450

500

550

600

S




o \T\

Wartose przyblizenia

| : : : : : : : : : : : : :
1 | i i i i i i i i i i i i : : i
| : : : : : : : : : : : : : : :
T SO [LLTCTTITR IR IR H

| : : : : : : : : :

Zbieznosé metody Richardsona

"Eﬂzﬁiqianie'asiqgnigta po 26 iteracjach."
"Przyblizone rozwigazanie ukiadu dla w=0.2"

O i D —
Vo .............. .............. .............. .............. .............. -4,5238005 —

5.4761905
0.4761905
"Norma residuum:"

.................................................................................................................................................

____________ L 1.126D-09

.........................................................................................................................................................................................................................

X1 10

X2 —-10
20

MNumer iteracji

[N
N

e N e
[N S
=
w



o’
/
‘
v
&
5
=

N

"Rozwiazanie osiagnieto po 312 iteracjach."™
"Przyblizone rozwigzanie ukiadu dla w=0.12" )

Zbieznosc r'l‘l-E!tﬂdy' Richardsona
B s g At
[ *
0 _|J| I"||II"II'I'I'.'I'W E
2 s
15 — wed S SOOI OO
P N S SR SRS S
P T S SN NN S S S
DO | TR SR A S S 5 cemaica
PP 1L SRS A S S, > 4978128
T IS R S SR N -0.2405594%
R S S S S S "Norma residuum:"”
3.136D-0%
0 A0 100 150 200 250 300 | Eétl

Numer iteracji

B W N Gr

B W3 -

B O DN =

—
mwN e

10
-10
20




Wartosc przyblizenia

Zbhieznosé metody Richardsona /_\.

"Rozwiazanie osiagnieto po 43 iteracjach."™

: : : : : "Przyblizone rozwiazanie ukladu dla w=0.0987e"
mmmmm%mmmmi ........................ memmé ........................ ;mmmm% 2.0822397
E E E . -2.6684164
2.4978128
: : : : - -0.2405949
__ ........................ _ ........................ _ "Norma residuum:"™
E E E E 2.559D-09

X1 10
X2 —-10
20

B W N Gr

N N
B O DN -
—_
mTwN e
=
w

MNumer iteraciji




Wartost przyblizenia

P .'\\

=20

-10 4

Zbieznose metody Richardsona

...............................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................

osiagnieto po 485 iteracjach.”™
rozwigzanie ukiadu dla w=0.28"

"Rozwigazanie
"Przyblizone
40.535714
-13.928571
4.8214286
0.7142857
"Norma residuum:"™
1.431D-08

Numer iteracji

© O O
SO NN




T

g

Wartosc przyblizenia

=20

\
Zbieznosé metody Richardsona \_i-

"Rozwigazanie osiagnieto po 79 iteracjach.”™
5 L L L ; ; "Przyblizone rozwiazanie ukiadu dla w=0.235"
........... ?mﬁmm?mm?mﬁmm?mﬂmm?mm?mﬁmm 40.535714
........... ?mﬁmm?mm?m%mm?mﬁmm?mm%m%mm 4.8214286

| — —  0.7142857
b o gmmﬁ ............. é ............. ?mﬁmmé ............. é ............. gmmﬁ ............. é ......... "Norma residuum:™
E B . 1.077D-08

...........................................................................................................................................................................................................................

o O O
SO NN

Numer iteracii




_/__/

/

Metoda Jacobiego

/W pierwszym kroku zastepuje sie
maclerz A ukiadem réwnowaznym w
postaci L + D + U,

gdzie:
L - macierz trdjkatna dolna,
D - macierz diagonalna,
U - maclerz trdéjkatna gdrna.

Uktad rdwnan w postaci Ax=b mozna
wlec zaplsac¢ jako (L+D+U)x=b

J o



£ \
L Metoda Jacobiego N
- Uktad rdéwnan (L+D+U)x=b mozna przeksztaicicé do_jL'

ostaci:
ba B D-x®*D) = —(L+U)-x®™ + b -

Jezell macierz D jest nieosobliwa mozemy ukitad
rownan zapisac¢ jako:

x&*+) = _p=1 (L+U)-x® + D1}

xk+D) = B x() 4 ¢

Istotne jJest wiec takie przeksztaicenie macierzy
A (dziataniami elementarnymi) aby na przekatnej] nile
byto wyrazdw O.



/~ ' Algorytm metoda Jacobiego ~

~ xWt) = _p-l (L 4+ U) - x® £ D71 -

~ \

- (k) (k)
(k+1) _ (Z7=11 Un,j * Xj + Z}n:nﬂ Ap,j * X; ) + by,
X =

A Jdlan=12, .. m
an,n

— m_ ) a .x(k)-l—b
xr(lkﬂ) = U=1jsw) %) n,dlan =12,...,m; ayp, #0

aTl,TL




[ \
//: - Metoda Jacobiego - zbieznosé }\

* Maclerz A jest nieredukowalna,

/ jezell poprzez przestawlenle wlerszy
B 1 kolumn nie mozna jej sprowadzic¢ do
postaci blokowej] gdérnej trdjkatnej.
* Maclerz A O wymlarze n X n nazywamy
diagonalnie dominujaca, jesli

dla 1=1,2,...,n zachodzi nierdwnosc:
m,m

a2 ) Jay

i=1,j=1,(i#))



Algorytm metoda Jacobiego

fori=1m
m

suma(i) = Z a(i, j) - xx(j)

J=1,G#0)

b(i) — suma(i)

a(i,i)

Xp+1 (i) =



e

/| 15

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

/
/
f

end

Algorytm metoda Jacobiego

for § = n
if j==i then continue;

c =c+ A(i,])*x(J, k-1):

x(1,k) = (b(1)-c)/A(1,1);

1-4—.—1-";1':71,-1 -0 dolalad-d=1 1 =
e ¥ L L L LAALL - Ll i4 L 4

nk(k-1) = norm(b - A*x(:,k))/ (norm(A) *norm(x(:, k)
dk(k-1) = norm(x(:,k)-x(:,k=-1))/(max(l,norm(x(:, k)
if (nk(k-1) < delt && dk(k-1)<delt) then

Tl).
. r




4/ Algorytm metoda Jacobiego

e

20
/ 21
22
< 23
124
- 25

26
W 27

28
29

for k =

x(:,k) = —-inv (D) * (L+U) *x(:,k-1)+inv (D) *b;

N el LWL LAVl L

Il

nk (b - A*x(:,k))/ (norm(A) *norm(x(:, k)
dk = rgzrnb((:,k)—x(:,k—*))/(xua:(_,n::m(x(:,k)
if (nk < delt && dk<delt) then
disp ("Rozwigzanie-osiagnieto-po-" + string(k-1) +
iteracjach."):;




1

gt

Zbieznosté metody JACOBIEGO

O
1
—_— 2
B e e e e e e 3
x4
.
L L A o o e
H
&
o A Em A A R N R R R R R A R R R R AR AR A8 R AR A8 R R R R AR A8 R AR R R AR R R AR R R R R R R B A BB A B AR BB KB R R B R R AR BB R R £ BB £ AR £ AR AR R A R R A KR R R R KA R RE AR RE
m - e
=
6 i i i i i i i i i i i i i i i i
] a 10 15 20 28 30 36 40 45 a0 a5 &l 243 FiLL Ta D

Mumer iteracii

"Rozwigzanie osiagnieto po 79 iteracjach."™
2.1428571
-4.5238095

5.47615905

0.4761905

"Norma residuum:"

l1.686D-09

= = =D
_ D

10
—-10
20



Wartosc przyblizenia
=3
|

.............................................................................................................................................................................................................

Zbieznosc metody JACOBIEGO

..........................................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................................................................................................

e e e e e R R RN R A A R A R AR A A A A KRR RN R RN R RN R R R RN A A R A AR A AR A A A A KRR R R KRR R R R AR R RN R RN A AR A A A A RN R RN R RN R R R AR R RN R RN AR AR A AR RN AR AR R REE

——
40 a0 &0 T B0 9] 100 110 120 130 140 150

Mumer iteraci

"Rozwigzanie osiagnieto po 170 iteracjach.”™
2.0822397
.6684164
.4978128
-0.240594¢%
"Norma residuum:"™
3.03eD-09

I
[ ST N T

S W N O
B W g -

160

= O N =

170 180

10
—10
20
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Zbieznosc metody JACOBIEGO

Wartosc przyblizenia

MNumer iteracii

"Rozwiazanie osiagnieto po 5 iteracjach."
40.535714
-13.5%28571

4.8214286

0.7142857

"Norma residuum:"™

5.617D-15

S O O =
O O DN




/

/~ ' Metoda Gaussa-Seidela St
VoW, M\

/~ Podobnie jak w metodzie Jacobiego, .
plerwszym krokiem jest rozbicie

< , macierzy A ukladem rdéwnowaznym w -
postaci1 L + D + U,
gdzie:

L - macierz trdjkatna dolna,
D - macierz diagonalna,
U - maclerz trdéjkatna gdrna.

Uktad rdwnan w postacli Ax=b mozna wlec
zaplisa¢ jako (L+D+U)x=b



/

-~
Ve

~ Metoda Gaussa-Seildela
-/ Jest modyfikacja metody Jacobilego.
Wychodzac z rdwnania:

(L+D+U)-x=b,
mozna zaleznos¢ ta przeksztailcié¢ do postaci:
(L+ D) -x%*D = —y . x®) 4 p,
a stad:
x&t) = —(L+ D) . U-x® +(L+D)1.p,

Uproszczajac otrzymuje sie zaleznosc¢ koncowa

y(k+1) — (—L KD g (B) 4 b) .D™1,

J o



/

A\
4/ Metoda Gaussa-Seidela N
U N
—/ Iteracyijna postaé¢ wyznaczania -
poszczegdlnych przyblizen rozwiazania ukitadu
< réwnan liniowych -

y(k+1) — (—L B+ gLy (R) b) .D71,

mozna po przeksztalceniach zapisa¢ w postaci
iteracyjnej:
_yi=1
k+1 J=1
((HD) _

(k+1) n (k)
Qij X = lj=i+1 @t X T b

a; i

)

gdzie 1=1,2,..,n



-/: ~Algorytm metody Gaussa-Seidela

£

—

—

g
fori=1:n
V4 n
suma; = ) a(i.f) " X ()
J=1,(j<i)
n
sumay = ) a(i.j)- 2
Jj=1,(j>1)

b(i) — suma; — sumay;

a(i,i)

Xp+1 () =



s 18

19
20
21
22
23
24
25
26
217
28
29
30
31
32

for k = Z2:m
for 1 = n
suma 1 =

suma 2=0;

for j = n

if j>=i then continue;

end

suma 1 = suma 1 + A(i,j)*x(j,k):
end
for j = n

if j<=1 then continue;

end

suma 2 = suma 2 + A(i,])*x(j,k-1):
end
x(i,k) = (b(i)-suma l-suma 2)/A(i,i);

.
r



/
=

gr—/
e

ay/

/
/

23
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

Algorytm metody Gaussa-Seidela

end

X(:,k) = -inv(L+D) *U*x(:,k-1)+inv (L+D) *b;

— I + K —_— J — SO

nk norm(b - A*x(:,k))/ (norm(A) *norm(x(:,k))+norm(b)):;
dk = norm(x(:,k)—=x(:,k-1))/(max(l,norm(x(:,k))
if (nk < delt && dk<delt) then
lisp ("Rozwigzanit Lagniet ".4+-8tring(k-1) -+
P | L")

end




Zbieznosc metody GAUSSA-SEIDELA

I i - . A lifltEi kil i l LB B M At A A A =
_ . —_ 1
G o .......................................................................................................................................................................... 3
xd
o
c T T T T T T e T T e T e e e T T e e et
18] :
I3
= o A R _ ..........................................................................................................................................................................
o
=
?jﬁf .;..,.. ............................................................................................................................................................................................................................
N S P _ ..........................................................................................................................................................................
ot | f i | | | | | | | | | | | f 1

Mumer iteracii

"Rozwiazanie osiagnieto po 15 iteracjach."™

2.1428571 4 1 1 1
-4,5238095
5.4761905 1 4‘ 1 1
0.47615905
"Morma residuum:"™ 1 1 4 1
3.409D-10 1 1 1 4

10
—-10
20
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Zbieznosc metody GAUSSA-SEIDELA

—_— x| A e
.............................. ---a--- _H_.B
: x4 \
=
% T .......:...............|..............q...............g ..................................................................................................................................................................................................................
: >
L Rttt T S S— ; ..................................................................................................................................................................................................................
€
E .;...:.. ..................................................................................................................................................................................................................
-3 | f f i f f | f T | f f f | f f | 1

Mumer iteraci

"Rozwiazanie osiagnieto po 17 iteracjach."™
2.0822397
-2.66B84164
. 4978128
-0.2405945%
"Norma residuum:"™
1.82eD-10

1 X1 10
2 X2 —-10
3 X3 20

b

o

B W N Ol
B W N =




-

Zbieznosc metody GAUSSA-SEIDELA

Wartosc przyblizenia

MNumer iteraci

"Rozwiazanie osiagnieto po 5 iteracjach.”™
40.535714

-13.528571
4.8214286
0.7142857

"Norma residuum:"™
5.817D-15

S O O =
O O DN




/ \

‘- Metoda nadrelaksacji \

U — S

-/ Metoda sukcesywnej] relaksacj]l wprowadza wspéiczynﬂzk_w

do metody Gaussa-Seildela.

/ *» 0 < @ <1 - podrelaksacja, czyli ostrozniejsze poprawki; M
e =1 - metoda Gaussa-Seidela; -

* 1 < @w < 2 - nadrelaksacja, mogaca przysplieszy¢ zbieznosc.

a)-(L+D+U)-x=a)-b
(D+w-L):x&+tD) = (1—w) D x® —. U - x® +w-b

D -x%*D =(1—-w)-D- x(k“) w(L-x® +U - x® —p)



/ \

</ Algorytm iteracyjny N

s metody nadrelaksaciji =8
fori=1.n
/ R \.

suma; = ) a(if) - 1)

J=1,(j<i)

n

sumay = ) a(if)- x%G)

Jj=1,(j>i)

. 1-w)-a(ii) - x (i) b(i) — suma; — sumay;

Xi+1 (D) = + w

a(i,i) a(i,i)



jf: ; Algorytm iteracyjny
— metody nadrelaksacji \_\-
7 18 [for k = 2:m
19 for i = 1:n
-/__/ 20 suma 1 = 0O;
21 suma 2 = 0;
22 for j = 1:n
/ 23 if j>=i then continue:
24 end
25 suma 1 = suma 1 + A(i,])*x(j,k):
26 end
277 for 3 = 1l:n
28 if j<=i then continue;
29 end
30 suma 2 = suma 2 + A(i,Jj)*x(j,k-1):
31 end
32 x(i,k) =((l-w)*A(i,1i)*x(i,k-1)+w*(b(i)-suma 1-suma 2))/A(i,1):

\_1L
”_'_\-



Algorytm iteracy]jny -
S metody nadrelaksacji L\_/:\'

.28 X(:;k) -= v(D+w*L) *((1-w) *D-w*U) *x(: ,k-1) +w*inv (D+w*L) *b ‘
= Rk | ﬂ:;t%:i:m zakoriczenia =
30 nk = m(b — A*x(:,k))/ (norm(A) *norm(x(:,k))+norm(b)):
31 dk = n ‘:'EI(X( ,k)—x( , K- ))/(fat..’i( ynorm(x(:,k))

32 if (nk < delt && dk<delt) then
33 disp("Rozwigzanie-osiggnieto-po-" + string(k-1) +
34 = acjach.”);




/

Optymalna wartosé

/

Dobdér optymalne] wartosci
@ mozna zrealizowac za pomoca
zaleznosSci:
1

1+ 1——p2’
gdzie p Jest promieniem
spektralnym macierzy,
najwleksza co do modutu
wartosci wiasng macierzy.

W przypadku metody
nadrelaksacj]l analizuje sie
maclerz 1teracji Jacobiego:

T]:D_l'(L‘l'U)

Wopt =

Qo

O

10
11
12
13
14
15
16
17

wspdiczynnika relaksacji

( lA ) 5
(A, ) 7
(A, ;
(D (L+U) ;
(TJ) ;
(lambda) ) ;

\

A\

N

\v \ -
l’ 1’ r

-\
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Zbieznosé metody NADRELAKSAC.I

Wartosc przyblizenia

0 1 2 4 4 a 5] T 8 g M M 1 13 ¥4 1B 1w 17 18 19 2 21 2

Mumer iteraci

"Rozwiazanie osiagnieto po 21 iteracjach."”
"PrzybliZzone rozwigazanie ukladu dla w=1.2037766"™
2.1428571
-4.,5238085

5.4761%905

0.47615%05

"Morma residuum:"™
5.139D-10

1| %1 10
1| X2 —-10
1| |*3 20
4

o

[EE TN
Y e N
e N




Zbieznosc metody NADRELAKSACJI

a |
____ .............................................................................................. w2
m P e T T T T ]

1] : :

/ R 5 5
JE\ O - S S T S ............................................................................................................ ....................................

=1
T o RSN SRR SUSE SRR RS SN SN SO SR RS SN SR SR SN R
0 YU USROS SO NS SN MO S NSNS U S SN S SN A

| | | | | | | | | | |

a 2 4 G B 10 12 14 16 18 20 22 24

"Rozwiazanie osiagnieto po 30 iteracjach."
"Przyblizone rozwiazanie ukladu dla w=1.350750&"

2.0822397
-2.6684164
.4978128
-0.2405949
"Morma residuum:"

1.177D-09

[ %

Mumer iteracii

= WD N Ul
= W N =
= O DN =

10
—10
20



Warlosc przyblizenia

Zbieznosc metody NADRELAKSACJI

"Rozwiazanie osigagnieto po 5 iteracjach."
"PrzybliZzone rozwigzanie ukladu dla w=1"

40.535714
-13.928571
4.8214286
0.7142857
"Norma residuum:"
5.617D-15

Mumer iteracii

1 2 -1 3 X1
0 2 4 =2| X2
0O 0 4 1 X3
0 0 O 7 X4

10
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- Poréwnanie metod
s ; /—-—- r——/ -----

Richardson
"IROwnanie|graniczneloptymalne|lJacobiego|Gaussa-SeidelalNadrelaksacji
/ A 547 26 79 15 21

B 312 43 170 17 30
C 485 79 5 5 5




Ukiad drabinkowy

S

S

R

Iz,=Iz,=1A
R=2()




Ukiad drabinkowy

©I21

12
 —




/

V=
Ve

Ukitad rdwnan

/LR —I14R = U,
ILbR + IgR — I1oR — IR = 0
IR+ 1R —1{;R—I;R =0
I+.R+1,{R—1,R—IgR =0
IcsR + IR = U,
L +1o—1, =124
ILb+1L—13 =—-Iz4
I3+, —1,=0
I, + 1, — I =0
Is +1g — 11, = 1z,
I, —Ig —1;; = =12z,
e —1; — 11 =0

J o



Vn ROownanie macierzowe
ol R,0 0 0 0 O O 0O —R O
49 R 0 0 O —-R 0 O R -R
o 0 R O O O —-R O O R
, o 0o o R 0 O O —-R 0 O
10 o0 O O R O O O 0 O
1 -1 0 0 O O O 0 1 o
o 1. -1 0 0 O O 0o 0 1
o 0 1 -1 0 0O O 0 0 o0
o 0 0O 1 -1 0 O 0 0 o0
o 0 0O O 1 o0 O 1 o0 o0
o 0 0O O O o0 1 -1 0 o0
o 0 0 O O 1 -1 o0 o0 -1

Macierz musi miec¢ elem 1.12
diagonalnej niezerowe, 2.11
przestawienia wierszy (5-10

o O

S SED = 4B 45 Lo i

x

|
p—
)

-
-

»
Q
(@)

-
Q
~]

)
)
(6 ¢)

HOOO:U;JUOOO

I
Ea




Rownanie macierzowe




/el

/

I/ "Wyniki z metody potencjaldw weziowych:™ EB() ™

Metoda

. 0833333
.leeeeoT
.2833333
.leeeeoT
. 0833333
.leeebbT
.2833333
.leeebbT
.S9lee66T
.2833333
.2833333
.S9lee66T

skonczone i wbudowane




i/"""\

/

Metoda nadrelaksac]ji

“,_fJ/Uklad rownan osiggat rozwilazanie zbiezne

/
/

tylko dla metody Nadrelaksacji dla ®<0.75
, dokiadnosci e=107'7
o/

500 —

350

300

250 -

200 +

150

100

&0

T
0.1

T
02

T
[ ]

T
0.4

T
0s

T
0.G

1
oy

PEZY

3.0833333
O.lebbe6T
0.5833333
l1.16bb667T
3.0833333
—1.1l6b666ET
—-0.5833333
—0.lebbEET
—1.89166667T
—-0.5833333

0.5833333

1.9166667T




="
a

"

Metoda nadrelaksacji

— "Rozwigzanie osiagnigto po T8 dla w=0.612." |

. 0833333
.leebbbT
.5833333
loo6eeT
. 0833333
.leeeeeT
.2833333
.leab6bT
.S8lee667T
.2833333
.5833333
.BleceeT




' ' Ukiad rownan dla praddw oczkowych N

gr— o
-4 \

' 2LR —I;R = U, + Iz, R —~
—LR + 4I,;R — I;;R += —3Iz,R
' —=IyR + 4L,;R — I,yR = Iz, R s
—I;R + 41,yR — IR = IZ,R
—IyR + 2I,R = U,
2R =R 0 0 O I Uy + Iz, R

R 4R —-R 0 o0 |Iy —3Iz,R
0 —R 4R —R 0 |- 1111 = IZ1R
0 0 —-R 4R —R| |lw Iz,R

0 0 0 =R 2R! I U,



/

V=

fﬁ/Wspélczynnik relaksacji

gy
Ve dla metody Richardsona-ﬂ__\

Dla analizowanego uktadu rdéwnan wektor wartosci

_<~wlasnych maclierzy A: > 8768044 _mx
3.1715729
A= 6
8.8284271
L11.123106-

Zakres dopuszczalnych wartosci wspdiczynnika
korygujacego:

2
O<w<

; 0<w<0.1798

Optymalna wartos¢ wspdiczynnika korygujacego:

Wopt = P w = 0.1429

max T Amin



/~ ' Metoda Richardsona o
Y A B

,-/_/ \_\_/

., Wyniki dla optymalnej wartosci ®=0.1429
,  1;=3.0833333 . |
= I.;= 0.1666667 .
I.,.,= 0.5833333 25 -
< I,= 1.1666667 2-
I,= 3.0833333

|
159 |

1 -

0.5

— 11
J— 12 !
|3
|_4
— |5

Wynikli uzyskano po 54 krokach.
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Metoda Jacobiego

Rozwiligzanlie osiagnieto po 39.

I,=3.0833333
I..= 0.1666667
I,.,,= 0.5833333
I.,= 1.1666667
I,= 3.0833333

3.5

3 -

o

&

0 5 10

T
15

I
20

T
25

T
a0

T
a5



e Metoda Gaussa-Seidela

Ve

/

Rozwlazanlie osiliagnieto po 21.
I;,=3.0833333

1
1
1
1

1

H
H

I

\Y

1

1

V

0.10660067

= 0.5833333

1.166660067
3.0833333

3.5—_
]
2.5—:
2]
15 —

1

0.5 4

18

1
20



—/_/
-/_

/

Metoda Nadrelaksacji

_/—/

Rozwlazanlie osiagnieto po 15 krokach dla w=1.1

I;,=3.0833333

1
1
1
1

1

H
H

I

\

1

1

V

0.10660067

= 0.5833333

1.166660067
3.0833333

3.5 1
.
25 ]
2
15
q -

0.5 —

\\

.

T
10

T
11

T
12

T
13

1
14

\_\
,__\-
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   {        𝒂  𝟏 , 𝟏  𝒙 𝟏 +  𝒂  𝟏 , 𝟐  𝒙 𝟐 + … +  𝒂  𝟏 , 𝒏  𝒙 𝒏 =  𝒃 𝟏      𝒂  𝟐 , 𝟏  𝒙 𝟏 +  𝒂  𝟐 , 𝟐  𝒙 𝟐 + … +  𝒂  𝟐 , 𝒏  𝒙 𝒏 =  𝒃 𝟐       …     𝒂  𝒏 , 𝟏  𝒙 𝟏 +  𝒂  𝒏 , 𝟐  𝒙 𝟐 + … +  𝒂  𝒏 , 𝒏  𝒙 𝒏 =  𝒃 𝒏


   [     a  1 , 1   a  1 , 2  ⋯   a  1 , n    a  2 , 1   a  2 , 2  ⋯   a  2 , n   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮    a  m , 1   a  m , 2  ⋯   a  m , n ] ∙  [     x 1    x 2   ⋮    x n ] =  [     b 1    b 2   ⋮    b m ]


  A ∙ x = b


  A ∙ x + b = 0


   [     a  1 , 1  0  ⋯  0   0   a  2 , 2  ⋯  0   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮   0  0  ⋯   a  n , n ] ∙  [     x 1    x 2   ⋮    x n ] =  [     b 1    b 2   ⋮    b n ]


   [     x 1    x 2   ⋮    x n ] =  [       b 1   a  1 , 1      b 1   a  2 , 2   ⋮      b n   a  n , n ]


   [     a  1 , 1  0  ⋯  0    a  2 , 1   a  2 , 2  ⋯  0   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮    a  n , 1   a  n , 2  ⋯   a  n , n ] ∙  [     x 1    x 2   ⋮    x n ] =  [     b 1    b 2   ⋮    b n ]


   [     a  1 , 1  0  ⋯  0    a  2 , 1   a  2 , 2  ⋯  0   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮    a  n , 1   a  n , 2  ⋯   a  n , n ] ∙  [     x 1    x 2   ⋮    x n ] =  [     b 1    b 2   ⋮    b n ]


  f o r   i = 1   t o   n


                        x i =    b i −   ∑  j = 1  i − 1   a  i , j ∙  x j   a  i , i


  L ∙ x = b


   [     a  1 , 1   a  1 , 2  ⋯   a  1 , n   0   a  2 , 2  ⋯   a  2 , n   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮   0  0  ⋯   a  n , n ] ∙  [     x 1    x 2   ⋮    x n ] =  [     b 1    b 2   ⋮    b n ]


  f o r   i = n   t o   1   s t e p = − 1


                        x i =    b i −   ∑  j = i + 1 n   a  i , j ∙  x j   a  i , i


  U ∙ x = b


   [    1  0  0  0  0   2  − 2  0  0  0   3  1  2  0  0   3  3  − 4  3  0   2  3  1  4  1 ] ∙  [     x 1    x 2    x 3    x 4    x 5 ] =  [    3   − 2   1   0   5 ]


  x =  [    3   4   − 6   − 15   77 ]


  f o r   i = 1   t o   n


                        x i =    b i −   ∑  j = 1  i − 1   a  i , j ∙  x j   a  i , i


  A ∙ x = b


   (  a  i , i ≠ 0 )


  A ∙ x = b   ≫ L ∙ U ∙ x = b


  L ∙ z = b


  U ∙ x = z


  A = L ∙ U


   [     a  1 , 1   a  1 , 2  ⋯   a  1 , n    a  2 , 1   a  2 , 2  ⋯   a  2 , n   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮    a  n , 1   a  n , 2  ⋯   a  n , n ] =  [     l  1 , 1  0  ⋯  0    l  2 , 1   l  2 , 2  ⋯  0   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮    l  n , 1   l  n , 2  ⋯   l  n , n ] ∙  [     u  1 , 1   u  1 , 2  ⋯   u  1 , n   0   u  2 , 2  ⋯   u  2 , n   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮   0  0  ⋯   u  n , n ]


   a  i , j =   ∑  s = 1 n   l  i , s ∙  u  s , j


   a  k , k =   ∑  s = 1  k − 1   l  k , s ∙  u  s , k +  l  k , k ∙  u  k , k


  d l a      l  k , k = 1       ≫        u  k , k =  a  k , k −   ∑  s = 1  k − 1   l  k , s ∙  u  s , k


  f o r   k = 1   t o   n


   (    l  k , k ∙ u  k , k ) =  a  k , k −   ∑  s = 1  k − 1   l  k , s ∙  u  s , k


                    f o r   j = k   t o   n


                                    u  k , j   =    a  k , j −   ∑  s = 1  k − 1   l  k , s ∙  u  s , j   l  k , k


                                    l  j , k   =    a  j , k −   ∑  s = 1  k − 1   l  j , s ∙  u  s , k   u  k , k


   [    2  1  1  0   4  3  3  1   8  7  9  5   6  7  9  8 ] ∙  [     x 1    x 2    x 3    x 4 ] =  [    5   11   25   21 ]


   [ L ] ∙  [     y 1    y 2    y 3    y 4 ] =  [    5   11   25   21 ]


   [ U ] ∙  [     x 1    x 2    x 3    x 4 ] =  [     y 1    y 2    y 3    y 4 ]


   [ L ] ∙  [     y 1    y 2    y 3    y 4 ] =  [    5   11   25   21 ]


   [ U ] ∙  [     x 1    x 2    x 3    x 4 ] =  [     y 1    y 2    y 3    y 4 ]


  f o r   k = 1   t o   n


                   l  k , k =   a  k , k −   ∑  s = 1  k − 1   l  k , s 2


                  f o r   i = k + 1   t o   n


                                    l  i , k =    a  i , k −   ∑  s = 1  k − 1   l  i , s ∙  l  k , s   l  k , k


   [    2  1  1  0   4  3  3  1   8  7  9  5   6  7  9  8 ] ∙  [     x 1    x 2    x 3    x 4 ] =  [    5   11   25   21 ]


  L =  [    1  0  0  0   2  1  0  0   4  3  1  0   3  4  1  1 ]


  f o r   k = 1   t o   n


                   l  k , k =   a  k , k −   ∑  s = 1  k − 1     |  l  k , s | 2


                  f o r   i = k + 1   t o   n


                                    l  i , k =    a  i , k −   ∑  s = 1  k − 1   l  i , s ∙    l  k , s -   l  k , k


   [    4  2 − 2 i  0  2  0   2 + 2 i  6  2 + 2 i  1 + i  2   0  2 − 2 i  6  2 − 2 i  1 − i   2  1 − i  2 + 2 i  7  2 + 2 i   0  2  1 + i  2 − 2 i  7 ] ∙  [     x 1    x 2    x 3    x 4    x 5 ] =  [    8 − 4 i   12 + 2 i   − 1 + i   6   15 + 2 i ]


  L =  [    2  0  0  0  0   1  2  0  0  0   0  1 − i  2  0  0   1  0  1 + i  2  0   0  1 + i  0  1 − i  2 ]


  A ∙ x = b


  U ∙ x = z


  U


   [    6  − 2  2  4   12  − 8  6  10   3  − 13  9  3   − 6  4  1  − 18 ] ∙  [     x 1    x 2    x 3    x 4 ] =  [    12   34   27   − 38 ]


  f o r   i = 1 : n


  D = A ( i , i )


  f o r   j = i : n


  A  ( i , j ) =   A ( i , j ) D


  b  ( i ) =   b ( i ) D


  f o r   k = i + 1 : n


  M = A  ( k , i )


  f o r   s = i : n


  A  ( k , s ) = A  ( k , s ) − M ∗ A  ( i , s )


  b  ( k ) = b  ( k ) − M ∗ b ( i )


        𝑰 _ 𝟏    𝒁 _ 𝟏  +     𝑰 _ 𝟐    𝒁 _ 𝟐  +     𝑰 _ 𝟑    𝒁 _ 𝟑  =     𝑬 _ 𝟏 +    𝑬 _ 𝟐   −    𝑰 _ 𝟑    𝒁 _ 𝟑  +     𝑰 _ 𝟒    𝒁 _ 𝟒  +     𝑰 _ 𝟖    𝒁 _ 𝟖  =  𝟎   −    𝑰 _ 𝟐    𝒁 _ 𝟐  +     𝑰 _ 𝟓    𝒁 _ 𝟓  +     𝑰 _ 𝟔    𝒁 _ 𝟔  =  −    𝑬 _ 𝟐   −    𝑰 _ 𝟒    𝒁 _ 𝟒  −     𝑰 _ 𝟔    𝒁 _ 𝟔  +     𝑰 _ 𝟕    𝒁 _ 𝟕  =  𝟎   −    𝑰 _ 𝟏  +     𝑰 _ 𝟐  +     𝑰 _ 𝟓  =  𝟎      𝑰 _ 𝟏  −     𝑰 _ 𝟑  −     𝑰 _ 𝟖  =  𝟎   −    𝑰 _ 𝟒  −     𝑰 _ 𝟕  +     𝑰 _ 𝟖  =  𝟎   −    𝑰 _ 𝟓  +     𝑰 _ 𝟔  +     𝑰 _ 𝟕  =  𝟎


   |       𝒁 _ 𝟏     𝒁 _ 𝟐     𝒁 _ 𝟑  𝟎  𝟎  𝟎  𝟎  𝟎   𝟎  𝟎    −  𝒁 _ 𝟑     𝒁 _ 𝟒  𝟎  𝟎  𝟎     𝒁 _ 𝟖   𝟎  −    𝒁 _ 𝟐  𝟎  𝟎     𝒁 _ 𝟓     𝒁 _ 𝟔  𝟎  𝟎   𝟎  𝟎  𝟎    −  𝒁 _ 𝟒  𝟎  −    𝒁 _ 𝟔     𝒁 _ 𝟕  𝟎   − 𝟏  𝟏  𝟎  𝟎  𝟏  𝟎  𝟎  𝟎   𝟏  𝟎  − 𝟏  𝟎  𝟎  𝟎  𝟎  − 𝟏   𝟎  𝟎  𝟎  − 𝟏  𝟎  𝟎  − 𝟏  𝟏   𝟎  𝟎  𝟎  𝟎  − 𝟏  𝟏  𝟏  𝟎 | ∙  |       𝑰 _ 𝟏      𝑰 _ 𝟐      𝑰 _ 𝟑      𝑰 _ 𝟒      𝑰 _ 𝟓      𝑰 _ 𝟔      𝑰 _ 𝟕      𝑰 _ 𝟖 | =  |       𝑬 _ 𝟏 +    𝑬 _ 𝟐   𝟎     −  𝑬 _ 𝟐   𝟎   𝟎   𝟎   𝟎   𝟎 |


   |       𝒁 _ 𝟏     𝒁 _ 𝟐     𝒁 _ 𝟑  𝟎  𝟎  𝟎  𝟎  𝟎   𝟎  −    𝒁 _ 𝟐  𝟎  𝟎     𝒁 _ 𝟓     𝒁 _ 𝟔  𝟎  𝟎   𝟏  𝟎  − 𝟏  𝟎  𝟎  𝟎  𝟎  − 𝟏   𝟎  𝟎    −  𝒁 _ 𝟑     𝒁 _ 𝟒  𝟎  𝟎  𝟎     𝒁 _ 𝟖   − 𝟏  𝟏  𝟎  𝟎  𝟏  𝟎  𝟎  𝟎   𝟎  𝟎  𝟎  𝟎  − 𝟏  𝟏  𝟏  𝟎   𝟎  𝟎  𝟎  −    𝒁 _ 𝟒  𝟎  −    𝒁 _ 𝟔     𝒁 _ 𝟕  𝟎   𝟎  𝟎  𝟎  − 𝟏  𝟎  𝟎  − 𝟏  𝟏 | ∙  |       𝑰 _ 𝟏      𝑰 _ 𝟐      𝑰 _ 𝟑      𝑰 _ 𝟒      𝑰 _ 𝟓      𝑰 _ 𝟔      𝑰 _ 𝟕      𝑰 _ 𝟖 | =  |       𝑬 _ 𝟏 +    𝑬 _ 𝟐     −  𝑬 _ 𝟐   𝟎   𝟎   𝟎   𝟎   𝟎   𝟎 |


   {     (    Z _ 1 +    Z _ 2 +    Z _ 3 ) ∙    J _ I −    Z _ 3 ∙    J _  I I −    Z _ 2 ∙    J _  I I I =    E _ 1 +    E _ 2   −    Z _ 3 ∙    J _ I +  (    Z _ 3 +    Z _ 4 +    Z _ 8 ) ∙    J _  I I −    Z _ 4 ∙    J _  I V = 0   −    Z _ 2 ∙    J _ I +  (    Z _ 2 +    Z _ 5 +    Z _ 6 ) ∙    J _  I I I −    Z _ 6 ∙    J _  I V =   −  E _ 2   −    Z _ 4 ∙    J _  I I −    Z _ 6 ∙    J _  I I I +  (    Z _ 4 +    Z _ 6 +    Z _ 7 ) ∙    J _  I V = 0


   [       Z _ 1 +    Z _ 2 +    Z _ 3  −    Z _ 3  −    Z _ 2  0   −    Z _ 3     Z _ 3 +    Z _ 4 +    Z _ 8  0  −    Z _ 4   −    Z _ 2  0     Z _ 2 +    Z _ 5 +    Z _ 6  −    Z _ 6   0  −    Z _ 4  −    Z _ 6     Z _ 4 +    Z _ 6 +    Z _ 7 ] ∙  [       J _ I      J _  I I      J _  I I I      J _  I V ] =  [       E _ 1 +    E _ 2   0     −  E _ 2   0 ]


   [    10  10 i  − 10 i  0   10 i  20  0  − 20   − 10 i  0  10  10 i   0  − 20  10 i  40 − 10 i ] ∙  [       J _ I      J _  I I      J _  I I I      J _  I V ] =  [    100 + 100 i   0   − 100 i   0 ]


  A   →    |    4  1  1  1   1  4  1  1   1  1  4  1   1  1  1  4 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 | ,       𝜆 =  [    3   3   3   7 ]


  B   →    |    5  1  1  1   2  7  2  2   3  3  9  3   4  4  4  11 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


  ,       𝜆 ≈  [    4 . 1562   5 . 2934   6 . 4562   16 . 0942 ]


  C   →    |    1  2  − 1  3   0  2  4  − 2   0  0  4  1   0  0  0  7 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 | ,       𝜆 =  [    1   2   4   7 ]


   x   ( 0 ) ,  x   ( 1 ) ,  x   ( 2 ) , …


  A ∙ x = b


   x   ( 0 )


   x   ( k )


  A ∙ x = b


   r   ( k ) = b − A ∙  x   ( k )


   η k ≤  𝜀 r                𝛿 k ≤  𝜀 x


   η k =    ‖ b − A ∙  x   ( k ) ‖   ‖ A ‖ ∙  ‖  x   ( k ) ‖ +  ‖ b ‖


   𝛿 k =    ‖  x   ( k ) −  x   ( k − 1 ) ‖  m a x  ( 1 ,  ‖  x   ( k ) ‖ )


   𝜺 𝒓


   𝜺 𝒙


   𝛆 𝐫


   𝛆 𝐱


    𝟏 𝟎  − 𝟒


    𝟏 𝟎  − 𝟒


    𝟏 𝟎  − 𝟔


    𝟏 𝟎  − 𝟔


    𝟏 𝟎  − 𝟖


    𝟏 𝟎  − 𝟖


    𝟏 𝟎  − 𝟏 𝟎


    𝟏 𝟎  − 𝟏 𝟐


    𝟏 𝟎  − 𝟏 𝟎


    𝟏 𝟎  − 𝟏 𝟐


   𝜼 𝒌 ≤  𝜺 𝒓


   𝜹 𝒌 ≤  𝜺 𝒙


  A = Q −  ( Q − A )


  A ∙ x = b


  Q ∙ x =  ( Q − A ) ∙ x + b


  Q ∙  x   ( k + 1 ) =  ( Q − A ) ∙  x   ( k ) + b


   x   ( k + 1 ) =  ( Q − A ) ∙  Q  − 1 ∙  x   ( k ) +  Q  − 1 ∙ b


   x   ( k + 1 ) =  ( I −  Q  − 1 ∙ A ) ∙  x   ( k ) +  Q  − 1 ∙ b


   x   ( k + 1 ) = B ∙  x   ( k ) + c


    m a x i  |  𝜆 i ∙ B | < 1


   x   ( k + 1 ) =  ( I −  Q  − 1 ∙ A ) ∙  x   ( k ) +  Q  − 1 ∙ b


   x   ( k + 1 ) =  x   ( k ) + b − A ∙  x   ( k )


   x   ( k + 1 ) =  x   ( k ) + 𝜔 ∙  ( b − A ∙  x   ( k ) )


  0 < 𝜔 <  2   𝜆  m a x              𝜔  o p t =  2   𝜆  m i n +  𝜆  m a x


  0 < 𝜔 <    min j ⁡    2 ∙ R e  (  𝜆 j )     |  𝜆 j | 2


  f o r   i = 1 : n


                            s u m a i =  b i −   ∑  j = 1 n   a   ( i , j ) ∙  x i   ( k )


                           x i   ( k + 1 ) =  x i   ( k ) + 𝜔 ∙   s u m a i


  A   →    |    4  1  1  1   1  4  1  1   1  1  4  1   1  1  1  4 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 | ,       𝜆 =  [    3   3   3   7 ] ,      0 < 𝜔 <  2 7 ≈ 0 . 28    𝜔  o p t =  2  3 + 7 = 0 . 2


  B   →    |    5  1  1  1   2  7  2  2   3  3  9  3   4  4  4  11 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


  ,       𝜆 ≈  [    4 . 1562   5 . 2934   6 . 4562   16 . 0942 ] ,      0 < 𝜔 < 0 . 12    𝜔  o p t ≈ 0 . 09876


  C   →    |    1  2  − 1  3   0  2  4  − 2   0  0  4  1   0  0  0  7 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 | ,       𝜆 =  [    1   2   4   7 ] ,      0 < 𝜔 <  2 7 ≈ 0 . 28    𝜔  o p t =  2  1 + 7 ≈ 0 . 25


  𝝎 = 𝟏


   |    4  1  1  1   1  4  1  1   1  1  4  1   1  1  1  4 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    4  1  1  1   1  4  1  1   1  1  4  1   1  1  1  4 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    5  1  1  1   2  7  2  2   3  3  9  3   4  4  4  11 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    5  1  1  1   2  7  2  2   3  3  9  3   4  4  4  11 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    1  2  − 1  3   0  2  4  − 2   0  0  4  1   0  0  0  7 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    1  2  − 1  3   0  2  4  − 2   0  0  4  1   0  0  0  7 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


  D ∙  x   ( k + 1 ) = −  ( L + U ) ∙  x   ( k ) + b


   x   ( k + 1 ) = −  D  − 1 ∙  ( L + U ) ∙  x   ( k ) +  D  − 1 ∙ b


   x   ( k + 1 ) = B ∙  x   ( k ) + c


   x   ( k + 1 ) = −  D  − 1 ∙  ( L + U ) ∙  x   ( k ) +  D  − 1 ∙ b


   x n   ( k + 1 ) =   −  (   ∑  j = 1  n − 1   a  n , j ∙  x j   ( k ) +   ∑  j = n + 1 m   a  n , j ∙  x j   ( k ) ) +  b n   a  n , n ,   d l a   n = 1 , 2 , … , m


   x n   ( k + 1 ) =   −   ∑   ( j = 1 , j ≠ n ) m   a  n , j ∙  x j   ( k ) +  b n   a  n , n ,   d l a   n = 1 , 2 , … , m ;    a  n , n ≠ 0


   |  a  n , n | ≥   ∑  i = 1 , j = 1 ,  ( i ≠ j )  m , m   |  a  i , j |


  𝒇 𝒐 𝒓   𝒊 = 𝟏 : 𝒎


                    𝒔 𝒖 𝒎 𝒂  ( 𝒊 ) =   ∑  𝒋 = 𝟏 , ( 𝒋 ≠ 𝒊 ) 𝒎  𝒂 ( 𝒊 , 𝒋 ) ∙  𝒙 𝒌 ( 𝒋 )


                      𝒙  𝒌 + 𝟏  ( 𝒊 ) =   𝒃  ( 𝒊 ) − 𝒔 𝒖 𝒎 𝒂 ( 𝒊 )  𝒂 ( 𝒊 , 𝒊 )


   |    4  1  1  1   1  4  1  1   1  1  4  1   1  1  1  4 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    5  1  1  1   2  7  2  2   3  3  9  3   4  4  4  11 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    1  2  − 1  3   0  2  4  − 2   0  0  4  1   0  0  0  7 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   ( L + D + U ) ∙ x = b ,


   ( L + D ) ∙  x   ( k + 1 ) = − U ∙  x   ( k ) + b ,


   x   ( k + 1 ) = −    ( L + D )  − 1 ∙ U ∙  x   ( k ) +    ( L + D )  − 1 ∙ b ,


   x   ( k + 1 ) =  ( − L ∙  x   ( k + 1 ) − U ∙  x   ( k ) + b ) ∙  D  − 1 ,


   x   ( k + 1 ) =  ( − L ∙  x   ( k + 1 ) − U ∙  x   ( k ) + b ) ∙  D  − 1 ,


   x i   ( k + 1 ) =   −   ∑  j = 1  i = 1   a  i , j ∙  x j   ( k + 1 ) −   ∑  j = i + 1 n   a  i , j ∙  x j   ( k ) +  b i   a  i , i


  𝒇 𝒐 𝒓   𝒊 = 𝟏 : 𝒏


    𝒔 𝒖 𝒎 𝒂 𝑰 =   ∑  𝒋 = 𝟏 , ( 𝒋 < 𝒊 ) 𝒏  𝒂 ( 𝒊 , 𝒋 ) ∙  𝒙  𝒌 + 𝟏 ( 𝒋 )


    𝒔 𝒖 𝒎 𝒂  𝑰 𝑰 =   ∑  𝒋 = 𝟏 , ( 𝒋 > 𝒊 ) 𝒏  𝒂 ( 𝒊 , 𝒋 ) ∙  𝒙 𝒌 ( 𝒋 )


   𝒙  𝒌 + 𝟏  ( 𝒊 ) =   𝒃  ( 𝒊 ) −   𝒔 𝒖 𝒎 𝒂 𝑰 −   𝒔 𝒖 𝒎 𝒂  𝑰 𝑰  𝒂 ( 𝒊 , 𝒊 )


   |    4  1  1  1   1  4  1  1   1  1  4  1   1  1  1  4 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    5  1  1  1   2  7  2  2   3  3  9  3   4  4  4  11 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    1  2  − 1  3   0  2  4  − 2   0  0  4  1   0  0  0  7 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


  𝜔 ∙  ( L + D + U ) ∙ x = 𝜔 ∙ b


   ( D + 𝜔 ∙ L ) ∙  x   ( k + 1 ) =  ( 1 − 𝜔 ) ∙ D ∙  x   ( k ) − 𝜔 ∙ U ∙  x   ( k ) + 𝜔 ∙ b


  D ∙  x   ( k + 1 ) =  ( 1 − 𝜔 ) ∙ D ∙  x   ( k + 1 ) − 𝜔  ( L ∙  x   ( k ) + U ∙  x   ( k ) − b )


  𝒇 𝒐 𝒓   𝒊 = 𝟏 : 𝒏


    𝒔 𝒖 𝒎 𝒂 𝑰 =   ∑  𝒋 = 𝟏 , ( 𝒋 < 𝒊 ) 𝒏  𝒂 ( 𝒊 , 𝒋 ) ∙  𝒙  𝒌 + 𝟏 ( 𝒋 )


    𝒔 𝒖 𝒎 𝒂  𝑰 𝑰 =   ∑  𝒋 = 𝟏 , ( 𝒋 > 𝒊 ) 𝒏  𝒂 ( 𝒊 , 𝒋 ) ∙  𝒙 𝒌 ( 𝒋 )


   𝒙  𝒌 + 𝟏  ( 𝒊 ) =    ( 𝟏 − 𝝎 ) ∙ 𝒂  ( 𝒊 , 𝒊 ) ∙  𝒙 𝒌  ( 𝒊 )  𝒂  ( 𝒊 , 𝒊 )   + 𝝎   𝒃  ( 𝒊 ) −   𝒔 𝒖 𝒎 𝒂 𝑰 −   𝒔 𝒖 𝒎 𝒂  𝑰 𝑰  𝒂 ( 𝒊 , 𝒊 )


  𝜔


   𝜔  o p t =  1  1 +  1 −  𝜌 2 ,


   T J =  D  − 1 ∙  ( L + U )


   |    4  1  1  1   1  4  1  1   1  1  4  1   1  1  1  4 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    5  1  1  1   2  7  2  2   3  3  9  3   4  4  4  11 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   |    1  2  − 1  3   0  2  4  − 2   0  0  4  1   0  0  0  7 | ∙  |     x 1    x 2    x 3    x 4 | =


   |    10   − 10   20   5 |


   I 1 R −  I 9 R =  U 1


   I 2 R +  I 9 R −  I 10 R −  I 6 R = 0


   I 3 R +  I 10 R −  I 11 R −  I 7 R = 0


   I 4 R +  I 11 R −  I 12 R −  I 8 R = 0


   I 5 R +  I 12 R =  U 2


   I 1 +  I 9 −  I 2 =   I z 1


   I 2 +  I 10 −  I 3 = −   I z 1


   I 3 +  I 11 −  I 4 = 0


   I 4 +  I 12 −  I 5 = 0


   I 5 +  I 8 −  I 12 =   I z 2


   I 7 −  I 8 −  I 11 = −   I z 2


   I 6 −  I 7 −  I 10 = 0


   |    R  0  0  0  0  0  0  0  − R  0  0  0   0  R  0  0  0  − R  0  0  R  − R  0  0   0  0  R  0  0  0  − R  0  0  R  − R  0   0  0  0  R  0  0  0  − R  0  0  R  − R   0  0  0  0  R  0  0  0  0  0  0  R   1  − 1  0  0  0  0  0  0  1  0  0  0   0  1  − 1  0  0  0  0  0  0  1  0  0   0  0  1  − 1  0  0  0  0  0  0  1  0   0  0  0  1  − 1  0  0  0  0  0  0  1   0  0  0  0  1  0  0  1  0  0  0  − 1   0  0  0  0  0  0  1  − 1  0  0  − 1  0   0  0  0  0  0  1  − 1  0  0  − 1  0  0 | ∙  |     I 1    I 2    I 3    I 4    I 5    I 6    I 7    I 8    I 9    I 10    I 11    I 12 | =  |     U 1   0   0   0    U 2     I z 1   −   I z 1   0   0     I z 2   −   I z 2   0 |


   |    R  0  0  0  0  0  0  0  − R  0  0  0   0  R  0  0  0  − R  0  0  R  − R  0  0   0  0  R  0  0  0  − R  0  0  R  − R  0   0  0  0  R  0  0  0  − R  0  0  R  − R   0  0  0  0  R  0  0  0  0  0  0  R   0  0  0  0  0  1  − 1  0  0  − 1  0  0   0  0  0  0  0  0  1  − 1  0  0  − 1  0   0  0  0  0  1  0  0  1  0  0  0  − 1   1  − 1  0  0  0  0  0  0  1  0  0  0   0  1  − 1  0  0  0  0  0  0  1  0  0   0  0  1  − 1  0  0  0  0  0  0  1  0   0  0  0  1  − 1  0  0  0  0  0  0  1 | ∙  |     I 1    I 2    I 3    I 4    I 5    I 6    I 7    I 8    I 9    I 10    I 11    I 12 | =  |     U 1   0   0   0    U 2   0   −   I z 2     I z 2     I z 1   −   I z 1   0   0 |


  2  I I R −  I  I I R =  U 1 +   I z 1 R


    −  I I R + 4 I  I I R −  I  I I I R + = − 3   I z 1 R


    −  I  I I R + 4 I  I I I R −  I  I V R =   I z 1 R


    −  I  I I I R + 4 I  I V R −  I V R =   I z 2 R


    −  I  I V R + 2 I V R =  U 2


   |    2 R  − R  0  0  0   − R  4 R  − R  0  0   0  − R  4 R  − R  0   0  0  − R  4 R  − R   0  0  0  − R  2 R | ∙  |     I I    I  I I    I  I I I    I  I V    I V | =  |     U 1 +   I z 1 R     − 3   I z 1 R       I z 1 R       I z 2 R      U 2 |


  𝜆 =  [    2.8768944   3.1715729   6   8.8284271   11.123106 ]


  0 < 𝜔 <  2   𝜆  m a x


  0 < 𝜔 < 0 . 1798


   𝜔  o p t =  2   𝜆  m a x +  𝜆  m i n                                           𝜔 = 0 . 1429

