Katedra Elektrotechniki i Technologii Nadprzewodnikowych

Laboratorium
Teorii Pola Elektromagnetycznego

Cwiczenie C-1

Instrukcja do wykonania ¢éwiczenia laboratoryjnego

Podstawy dziatan na wektorach




Rozdzial 1

Wektory i1 operatory wektorowe

1.1 Pojecie wektora

W matematyce niezwykle waznym pojeciem jest liczba. Jest ona abstrak-
cyjnym pojeciem matematycznym, ktére stuzy do wyrazania ilosci, wielkosci, jest
wyrazeniem miary. Z punktu widzenia przestrzennego liczba moze byé¢ definiowana
w kontekscie wartodci, ktéra reprezentuje ceche geometrii lub uktadu. W dotychcza-
sowych okresleniach liczba mozna bylo okresli¢:

o punkt na osi liczbowej i liczba jest postrzegana jako odlegto$é od poczatku osi
liczbowej,

e odlegtosci miedzy punktami w przestrzeni,

e wymiar lub wymiary obiektu w odniesieniu do tej samej jednostki,

e w przestrzeni wielowymiarowej, liczba moze by¢ interpretowana jako pojedyn-
cza wspotrzedna punktu, a w odniesieniu do uporzadkowanej krotki jako wspot-
rzedne punktu.

W matematyce, Scisle powiazanym z liczba a jednoczesnie odmiennym abstraktem
jest wektor. Okresla on wielkosé, ktéra charakteryzuje zaréwno modul (wartosé) jak
i kierunek, ale nie ma okreslonego potozenia. W fizyce przyktadami takich wielkosci
sa predkosc¢ sita, przyspieszenie, itd. W swojej aktualnej postaci wektory pojawity sie
pod koniec XIX wieku, kiedy Josiah Willard Gibbs [?] i Oliver Heaviside [?] opubliko-

wali swoje niezaleznie prace dotyczace analizy wektoréw. Postuzyly im do wyrazenia
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B = (1'2, Y2, 22)

= (xlayh 21)

Rys. 1.1 Uktad wspétrzednych trojwymiarowy z naniesionymi punktami A i B oraz wekto-
rem AB

nowych praw elektromagnetyzmu, odkrytych przez szkockiego fizyka Jamesa Clerka
Maxwella. Od tego czasu wektory staly sie niezbedne w fizyce, mechanice, elektro-
technice i innych naukach do matematycznego opisu pol wektorowych.

Koncepcja abstrakcyjnej przestrzeni wektorowej jest zdefiniowana za pomoca
zestawu postulatow. Zawiera ona znane pojecia wektoréw predkosci, pedu, sity jako
przypadkoéw szczegdlnych. Zaczynajac od wprowadzenia notacji wektorowej warto
wprowadzi¢ dwie notacje: diadyczng oraz notacje stosowana we wspdlczesnej fi-
zyce - wektory Diraca lub po prostu "ket". Wprowadzone przez Paula A.M. Diraca
(1902-1984) w pierwszym wydaniu jego monografii z teorii kwantowej [7].

W fizyce kwantowej powszechnie stosowang metoda jest notacja bra-ket:
|¢). Stuzy do opisu stanéw kwantowych oraz operacji na nich w przestrzeni Hil-

berta. Podstawowa posta¢ wektora w notacji ket definiuje zaleznosé (1.2), w ktorej

1,12, . ..,y sa wspolezynnikami rozwoju stanu kwantowego |1) w bazie przestrzeni
Hilberta.
U1
(5
) = (1.1)
Un
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Rozdziat 1. Wektory i operatory wektorowe

Przestrzen Hilberta to abstrakcyjna struktura, ktéra stanowi podstawowy
fundament dla opisu wielu teorii w fizyce oraz matematyce. Jest to przestrzen wek-
torowa wyposazona w iloczyn skalarny, ktéry spelnia warunki, zupelnosci i prze-
liczalnosdci bazy ortonormalnej. Jest ona rozszerzeniem przestrzeni euklidesowej na
nieskonczenie wymiarowy kontekst, ktéry umozliwia opisywanie funkcji falowych,
oraz réznych obiektéw matematycznych uzywanych w teorii operatoréw liniowych.

Analiza wektorowa i rachunek wektorowy, ktérego uzywa sie w klasycznej
teorii pola, zachowuja postaé¢ diadyczna wektorow. Dla oznaczonego wektora d w
przestrzeni tréjwymiarowej z baza Z,j, E, mozna go zapisa¢ w postaci diadycznej
jako (1.2), gdzie:

e ag,ay,a, to skladowe wektora 7,
. Z, f, k to wektory bazowe w przestrzeni tréjwymiarowej,
e ® oznacza iloczyn wektorowy.

A=, Q1+a,]®]+akok (1.2)

Wektory mozna przedstawi¢ graficznie jako skierowane odcinki linii zakon-
czone grotem strzalki (rys. 1.1), ktérych dlugosci sa liczbowo réwne ich modulom.
Wektory sa zwykle oznaczane symbolem pogrubionym np. a lub symbolem ze strzatka
d. Modul wektora, czesto nazywany jego wartoscia jest oznaczany przez a lub |dl,
ktore reprezentuja wielko$é jednowymiarowa (taka jak zwykla liczba) znana jako
skalar.

Zaréwno interpretacja geometryczna jak i rozwazania dotyczace wlasnosci
wektora, klasyfikuja go jako element przestrzeni wielowymiarowej R". Oznacza to,
ze podobnie, jak w przypadku punktu do jego identyfikacji stosowane sg wspdtrzedne.

Narysunku (1.1) przedstawiono dwa punkty: A=(ay, ay, a,) oraz B=(bx, by, b,).

'a )

Def. 1.1.1
WEKTOR w ujeciu geometrycznym w przestrzeni R? nazywa sie uporzadko-
wana para punktow z ktérych pierwszy punkt jest poczatkiem a drugi punkt

koricem tego wektora.
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Zdefiniowanie wektora jako fenomenu geometrycznego skutkuje okresleniem jego wila-
snosci. Wspotrzedne definiowane sg jako réznica wspotrzednych punktu koncowego
oraz wspélrzednych punktu poczatkowego (1.3).

—

U = AB = [bx — ax, by — ay, b, — a,] = [ux, uy, u,] (1.3)

Przyjeta definicja (def. 1.1.1) oraz zdefiniowanie wsp6lrzednych (1.3) pozwala
na umieszczenie wektora w abstrakcyjnej strukturze, w przestrzeni afinicznej uogdél-
niajacej wlasnoéci przestrzeni euklidesowych, ktére sa niezalezne od pojeé odlegltosci
i kata. W rozumieniu ogélnym przestrzeni R", niech E"(R) bedzie n-wymiarowa afi-
niczng przestrzenia liniowa nad polem R ze zdefiniowanymi dzialaniami iloczynu oraz

sumy i baza wersoréw {e,} przestrzeni E"(R).

Def. 1.1.2

WEKTOR ¥ o wspélrzednych {x,} opisany w przestrzeni z baza {e,} jest

n
produktem iloczynu ¥ = Z Ta€pn, gdzie \V/N |€a| = 1, reprezentowanym przez
arn
a=1

macierz wspotrzednych X.

Macierze wspélrzednych wektoréw beda reprezentowane jako macierze rze-

dowe, jednowierszowe, a macierze wersoréw jako macierze jednokolumnowe (1.4).

€1

€2
UL U2 ee. Up| * (1,4)

g
I

€n

Jedli mamy dwa punkty A i B w przestrzeni, to wektor AB moze by¢ zdefiniowany

jako réznica wektorowa pomiedzy wspotrzednymi tych punktéw:

U= <93B —ZA YB—YA 2B — ZA) (1.5)

Generalnie pierwsze pojecie wektora ma przedstawia jego charakter geome-
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Rozdziat 1. Wektory i operatory wektorowe

tryczny w postaci odcinka skierowanego, zakonczonego grotem. Ten typ wektora,
jesli zostal wlasciwie zdefiniowany, jest szczegdlnym przyktadem ogoélniejszego poje-
cia. Jednak ogélna koncepcja wektora jest czysto algebraiczna. Definicja podana dla

wektora jest taka, ze nalezy on do zbioru spelniajacego zadane reguly algebraiczne.

N\

Def. 1.1.3
Zbiér V opisany w polu R” z baza {eq} jest przestrzenia wektorowa gdy spelnia
nastepujace kryteria:
(1) istnieje operator definiujacy dzialanie sumy oznaczony jako @, ktory dla
kazdego @, U, € V:

—

a) jest laczny: (i + 0) + @ = @ + (¥ + &), dla kazdego @, ,w € V

+
b) jest przemienny: @ + ¥ = ¥ + i,
¢) istnieje element 0 € V taki, ktéry @+ 0 = @,
d) dla kazdego elementu u € 1% istnieje element —i € V taki, ktory
@+ (—i) = 0,
(2) istnieje operator mnozenia przez skalar (skalowania), w ktorej kazda war-
tos¢ skalarna A € R mozna polaczy¢ z kazdym elementem aby otrzymac

element taki, ze

Dla przestrzeni wektoréw, zdefiniowanych zaréwno definicja (def. 1.1.1) oraz
definicja (def. 1.1.2), okreslono dzialania sumy, iloczynu oraz skalowania. Mnoze-
nie wektora przez liczbe skalarng zmienia modul wektora, ale nie jego kierunek, z

wyjatkiem tego, ze mnozenie przez liczbe ujemng zmienia zwrot.

1.2 Dziatania na wektorach

Dodawanie wektoréw:

-

Dla dwéch wektoréw @ i ¥, zdefiniowanych w przestrzeni z baza i, J, E, suma

jest dzialanie zdefiniowane réwnaniem (1.6)

W= U+7 = (ui;—kujﬁ—uklg)+(v£+vjf+vkl¥) = (ui—H)Z-);—i-(uj—i-vj);—k(uk—i—vk)ﬁ (1.6)
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U

<y

<L

S v

/ |

Y

Rys. 1.2 Tlustracja sumowania dwdch wektoréw « i ¥ oraz ich sumy @ + v.

Dodawanie wektoréow jest dzialaniem dodawania odpowiednio kazdej sktadowej wek-
torow sktadowych. W rezultacie otrzymujemy nowy wektor, ktory ma sktadowe réw-

nolegte do skltadowych wektoréw pierwotnych (1.2).

Mnozenie wektora przez skalar:

Y

Rys. 1.3 Ilustracja skalowania wektora u do wektora przeskalowanego cu.

Jesli zdefiniujemy wektor @ w bazie i, j, k oraz skalar ¢, to wynik mnozenia

wektora przez skalar prezentuje réwnanie (1.7)

- — —

cit = c(uii + ujj—l— upk) = (cu;)i + (cuj)j + (cup)k (1.7)
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Iloczyn skalarny:

Hoczyn skalarny dwéch wektoréw @ i & w bazie 7, J, k jest zdefiniowany

réwnaniem (1.8), ktére w konsekwencji prowadzi do zaleznosci (1.9).
U-v= (UZ;—F uj;—}— ukE) . (’UZ‘;—I- Uj;—l- UkE) = UV + Ujv; + Uk (18)

U - U = |u||U| cos p (1.9)

Iloczyn skalarny dwoch wektoréw jest liczbg rzeczywista, otrzymana przez
pomnozenie modutéw wektorow sktadowych oraz cosinus kata miedzy nimi. Iloczyn
skalarny przedstawia projekcje jednego wektora na drugi, pomnozona przez dtugoécé
drugiego wektora.

Hoczyn wektorowy dwéch wektoréw @ i @@ w bazie i, 7, k jest dany przez:
i j ok

UX V= |y uj u| = (ujvr, — ko)t — (uvp — upvy)j + (W — ujv;)k

Vi Vj Uk
Tloczyn wektorowy dwoch wektorow jest operacja, ktéra tworzy trzeci wektor

prostopadly do plaszczyzny zawierajacej wektory sktadowe. Modutl tego wektora jest
proporcjonalna do pola powierzchni réwnolegtoboku, ktore jest definiowane przez te

dwa wektory.

%
U

Rys. 1.4 Tlustracja iloczynu wektorowego dwoch wektoréw 4 i ¥ w plaszcezyznie, wraz z po-
wierzchnig réwnolegloboku wyznaczonego przez te wektory
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1.3 Zadania
Zad. 1.3.1
Oblicz sume wektoréow:
o w ukladzie kartezjaiskim (z,y): 01 = (3,—2) i v = (—1,4);
o w ukladzie biegunowym (r,0): v1 = (2,7/3) i U2 = (3,7/6);
o w ukladzie cylindrycznym (r,0,z2): 1 = (2,7/4,1) i U2 = (3,7/2, —2);
o w ukladzie sferycznym (r,0,¢): U1 = (2,7/4,7/3) i va = (3,7/2,7/6).
Przedstaw wektory wynikowe w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych.
Zad. 1.3.2
Znajd7z sume trzech wektoréw:
o w ukladzie kartezjanskim: ) = (1,2), o = (—=3,5), 1 U3 = (4,—1),
o w ukladzie biegunowym: vy = (3,7/4), va = (2,7/6), i U3 = (4,7/3),
o w ukladzie cylindrycznym: v, = (2,7/4,3), o = (3,7/2,2),iv3 = (1,7/3,—1),
o w ukladzie sferycznym: vy = (3,7/4,7/6), o = (2,7/3,7/2),iv5 = (4,7/2,7/4).
Przedstaw algebraicznie i geometrycznie wektory wynikowe w kartezjaniskim uktadzie
wspoétrzednych.
Zad. 1.3.3
Dodaj dwa wektory w przestrzeni tréjwymiarowej:
o w ukladzie kartezjanskim (x,y, z): v1 = (1,2,-3) i U2 = (—2,3,1).
o w ukladzie sferycznym (r,0,¢): v1 = (2,7/4,7/3) i U2 = (3,7/2,7/6).
Zad. 1.3.4
Dodaj dwa wektory zdefiniowane w réznych uktadach wspétrzednych:
o U1 = (3, —2)reprezentowany w ukladzie kartezjaniskim oraz Us = (2,7/4,7/3)
reprezentowany w ukladzie sferycznym.
e Uy = (3,7m/4) reprezentowany w ukladzie biegunowym oraz o = (4,7/3,2)
reprezentowany w ukladzie cylindrycznym.
o U1 = (1,2,-3) w ukladzie kartezjaniskim oraz v = (2,7/3) w ukladzie biegu-
nowym.
o U1 = (3,m/4,7/6) w ukladzie sferycznym oraz vs = (2,7/4,3) w ukladzie

cylindrycznym.
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Rozdziat 1. Wektory i operatory wektorowe

o U1 = (2,7/4,1) w ukladzie cylindrycznym. vy = (—1,4,2) w ukladzie karte-
zjanskim.
o U1 = (2,m/4,7/3) w ukladzie sferycznym oraz vs = (3,7/6) w ukladzie biegu-
nowym.
o U1 = (3,7/4) w ukladzie biegunowym oraz vs = (1,—2,3) w ukladzie karte-
zjanskim,
o U1 = (3,7/4,7/3) w ukladzie sferycznym i v = (2,7/2,1) w ukladzie cylin-
drycznym,
o U1 = (1,2, -3) w ukladzie kartezjaiiskim, vo = (2, 7/3,7/4) w ukladzie sferycz-
nym,
o U1 = (2,7/3) w ukladzie biegunowym oraz vy = (3,7/4,2) w ukladzie cylin-
drycznym.
Zad. 1.3.5
Wykonaj mnozenie skalarne dla wektorow opisanych w ukladzie wspétrzednych:
e kartezjaiskim: @ = (2,3,—1) oraz b = (4,—2,5)
e cylindrycznym: @ = (3,7/4,2) oraz v = (2,3n/4,—1)
o sferycznym: p'= (5,7/3,2n/3) oraz ¢ = (3,7/4,7/2)
Zad. 1.3.6
Wykonaj mnozenie wektorowe dla wektoréw opisanych w ukladzie wspétrzednych:
o kartezjariskim: A = (1,2,3) oraz B= (4,5,6)
e cylindrycznym: V = (2,7/6,3) oraz W = (4,7/3,5)
o sferyeznym:P = (3,7/4,7/3) oraz Q = (2,7/6,7/2)
Zad. 1.3.7
Oblicz kat miedzy wektorami w ukladzie wspotrzednych:
e kartezjaiskim:d = (2,3, —1), b= (4,—2,5)
o cylindrycznym:i = (3,7/4,2), v = (2,3w/4,—1)
o sferycznym:p = (5,7/3,2m/3), ¢ = (3,7/4,7/2)
Zad. 1.3.8
Dla podanych funkcji wektorowych, zdefiniowanych w réznych uktadach wspoéirzed-

nych, oblicz:
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e rotacje pola wektorowego,

o dywergencje pola wektorowego,

o okresli¢ czy pole jest potencjalne oraz
e okresli¢ czy pole jest solenoidalne.

Przykitady funkcji wektorowych:

1. M(x,y,2) =a

-

2. M(x,y,2) =1
3. #(x,y,z) = xsin(y)i + ysin(z)]
4. M(z,y,z) = —xi—yj — 2k
5 m(x,y,z2) = 21+ 225
6. F(x,y,2) = —(z+y+2)i
7. M(x,y,2) = sin(:n);%— yj
8 mx,y,2) = zyi + 2yz]
9. M(z,y,2) = 220+ 3227 + 522k
10. #(z,y,2) = (@2 + 12 + 2i+ (22 + 12 + 22)] + (22 + 2 + 22k
11. #(p,0,0) = a
12. #(p,0,0) =p
13. 7(p, 0, ¢) = sin(6) cos(¢)p + sin(0) sin(¢)f + cos(0)¢
14. 7(p, 8, ¢) = psin() cos(¢)p + psin(8) sin(¢)f + pcos(h)d
15. (p,0,¢) = pp
16. #(p, 0, ) = sin(0)p + pcos(h)f
17. 7(p, 0, ¢) = psin(¢)d
18. #(p, 0, ¢) = p*sin(0)p + p? cos(0)0
19. 7(p,0,¢) = (p* + 62 + ¢*)p + (p* + 6% + ¢*)0 + (p* + 62 + ¢*)¢

20. #(p, 0, ¢) = asin(wh) cos(w)p + asin(wh) sin(wd)f + a cos(wh)d
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21. 7(p,0,z) = pcos(0)i + psin(h)] + zk
22. #(p, 0, z) = p*sin(20)i + p? cos(260)] + zk
23. 7(p,0,z) = e cos(0)i + e sin(0)] + zk
24. 7(p,0,z) = \/f)cos(@)f+ \/f)sin(Q)f—i- 2k
25. 7(p, 0, z) = psin(8) cos(p)i + psin(6) sin(p)j + zk
26. 7(p, 0, 2) = p*cos(0)i + p*sin(0)] + 22k
27. 7(p, 0, z) = cos(p) cos(8)i + cos(p) sin() + sin(p)k
28. 7(p, 0, z) = pcos?(0)i + psin?(0)] + zk
29. #(p,0,2) = % cos(0)i + % sin(0)7 + zk
30. 7(p,0,z) = p*sin(30)i + p? cos(30)] + 23k
Zad. 1.3.9

Dla podanych funkcji skalarnych, zdefiniowanych w réznych uktadach wspotrzednych,

oblicz gradient pola oraz pochodne czestkowe.

1.

2.

3.

10.

11.

12.

- f(z,y,2

fl@,y,2) =2+ 2y — 32
flx,y, 2) = 2% + 2y + 22
f(z,y,2) = sin(x) cos(y) + sin(2)
) = (@ yea?)
f(x,y, z) = sinh(x) cosh(y)
flz,y,2) =22 +y* — 22
f(z,y,z) =tanh(x +y — 2)
f(z,y,2) = 223 — 3oy + 423
f(x,y,2) =log(x? + vy + 22)
f(x,y, z) = cos(x + y) sin(z)
f(p,0,¢) = psin(0) cos(¢)

f(p,0,0) = psin®(0) + ¢°
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

f(p,0,¢) = ePsin(0)
f(p,0,¢) = log(p + sin*(6))
f(p,0,9) = cos(p) sin(0) cos(¢)
f(p,0,2) =p+=

f(p.0,2) = p* +2*

f(p,0,2) = e™*sin(6)
f(p,0,2) =log(p + z)

f(p,0,z) = cos(p)sin(f) cos(z)
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