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•Rachunek zespolony

•Pojęcie impedancji

•Obwody liniowe przy wymuszeniu 
sinusoidalnym

•Dwójniki szeregowe i równoległe RLC

•Wykresy prądów i napięć



Liczba zespolona
• Postać algebraiczna

𝑍 = 𝐴 + 𝑖𝐵, 𝐴 = 𝑍 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝐵 = 𝑍 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜑

• Postać wykładnicza

𝑍 = 𝑍 ∙ 𝑒𝑖𝜑, 𝑍 = 𝐴2 + 𝐵2, 𝜑 = arg 𝑍

𝜑 =
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+ 𝜋 𝐴 < 0
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𝜋 𝐴 = 0 𝑖 𝐵 < 0



Działania na liczbach zespolonych

𝑍1 = 5 + 𝑖10, 𝑍2 = 10 − 𝑖10, 𝑍3 = 20 ∙ 𝑒𝑖60

• Liczba sprężona do zespolonej

𝑍1
′ = 5 − 𝑖10, 𝑍2

′ = 10 + 𝑖10, 𝑍3
′ = 20 ∙ 𝑒−𝑖60

• Działania
𝑖 ∙ 𝑖 = 𝑖2 = −1,
𝑍1 + 𝑍2 = 5 + 𝑖10 + 10 − 𝑖10 = 15

𝑍1 − 𝑍2 = 5 + 𝑖10 − 10 − 𝑖10 = −5 + 𝑖20

𝑍1 ∙ 𝑍2 = 5 + 𝑖10 ∙ 10 − 𝑖10 = 5 ∙ 10 + 10 ∙ 10 + 𝑖 5 ∙ −10 + 10 ∙ 10 =

= 150 + 𝑖50
𝑍1

𝑍2
=

5 + 𝑖10

10 − 𝑖10
=

5 + 𝑖10 ∙ 10 + 𝑖10

10 − 𝑖10 ∙ 10 + 𝑖10
=

50 − 100 + 𝑖 50 + 100

100 + 100
=

=
−50 + 𝑖150

200
= −0.25 + 𝑖0.75



Działania na liczbach zespolonych

𝑍1 = 20 ∙ 𝑒𝑖60, 𝑍2 = 10 ∙ 𝑒−𝑖45

• Działania

𝑍1 ∙ 𝑍2 = 20 ∙ 10 ∙ 𝑒𝑖 60−45 = 200 ∙ 𝑒𝑖15

𝑍1

𝑍2
=

20

10
∙ 𝑒𝑖 60+45 = 2 ∙ 𝑒𝑖105

𝑍1 = 20𝑒𝑖60 = 20𝑒𝑖60
1
2 = 20𝑒

1
2∙𝑖60 = 2 5𝑒𝑖30



Impedancja

𝑍 =
𝑈

𝐼
= 𝑅 + 𝑖𝑋 = 𝑍 ∙ 𝑒𝑖𝜑, 𝑔𝑑𝑧𝑖𝑒 𝜑 = 𝑎𝑟𝑔 𝑍

Z – Impedancja

Y – Admitancja

R – Rezystancja

X – Reaktancja

XC – Reaktancja pojemnościowa - 𝑋𝐶 =
1

𝜔𝐶

XL – Reaktancja indukcyjnościowa - 𝑋𝐿 = 𝜔𝐿

𝑍 = 𝑅 + 𝑖 𝑋𝐿 − 𝑋𝐶



Wartość chwilowa a zespolona

𝑧 𝑡 = 𝑍𝑚𝑎𝑥 ∙ sin 𝜔𝑡 + 𝜑

𝑍 =
𝑍𝑚𝑎𝑥

2
∙ 𝑒𝑖𝜑

𝜔 = 2𝜋𝑓

𝑓 =
1

𝑇

𝑧1 𝑡 = 10 2sin 𝜔𝑡 + 30𝑜

𝑧2 𝑡 = 8 2sin 𝜔𝑡 − 60𝑜

30o

-60o



Dwójnik szeregowy RLC

W układzie dwójnika szeregowego RLC zasilanego z 

generatora o napięciu 𝑒 𝑡 = 150 2 sin 1000𝑡 + 60 𝑉 
wyznaczyć:

• wartość zespoloną, skuteczna i chwilową prądu

• spadki napięć na poszczególnych elementach obwodu

• narysować na wspólnym wykresie 

przebiegi e(t) i i(t)

• narysować wykres fazowrowy

dla analizowanego obwodu

Dane:

R=50Ω, L=150mH, C=10μF



Dwójnik szeregowy RLC

𝑒 𝑡 = 150 2 sin 1000𝑡 + 60 𝑉 →  𝐸 = 150 ∙ 𝑒𝑖60 = 75 + 75 3 𝑉

R=50Ω, L=150mH, C=10μF

𝑋𝐿 = 𝜔𝐿 = 1000 ∙ 150 ∙ 10−3 = 150 Ω

𝑋𝐶 =
1

𝜔𝐶
=

1

1000 ∙ 10 ∙ 10−6
= 100 Ω

𝑍 = 𝑅 + 𝑖 𝑋𝐿 − 𝑋𝐶 = 50 + i 150 − 100 = 50 + 𝑖50 = 50 2 ∙ 𝑒𝑖45 Ω 

𝐼 =
𝐸

𝑍
=

150𝑒𝑖60

50 2𝑒𝑖45
=

3 2

2
𝑒𝑖15 ≈ 2.05 + 𝑖0.55 𝐴

𝑖 𝑡 =
3 2

2
∙ 2 sin 1000𝑡 + 15 = 3 sin 1000𝑡 + 15  𝐴



Dwójnik szeregowy RLC

𝐼 =
3 2

2
𝑒𝑖15 ≈ 2.05 + 𝑖0.55 𝐴

𝑈𝑅 = 𝑅 ∙ 𝐼 = 50 ∙
3 2

2
𝑒𝑖15 = 75 2𝑒𝑖15 ≈ 102.45 + 𝑖27.45 𝑉

𝑈𝑐 = −𝑖𝑋𝐶 ∙ 𝐼 = −𝑖100 ∙
3 2

2
𝑒𝑖15 = 100𝑒−𝑖90 ∙

3 2

2
𝑒𝑖15 = 150 2𝑒−𝑖75 =

≈ 55 − 𝑖205 𝑉

𝑈𝐿 = 𝑖𝑋𝐿 ∙ 𝐼 = 𝑖150 ∙
3 2

2
𝑒𝑖15 = 150𝑒𝑖90 ∙

3 2

2
𝑒𝑖15 = 225 2𝑒𝑖105 =

≈ −76.67 + 𝑖308.82 𝑉
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Przebiegi wartości chwilowych napięcia i prądu

e(t) i(t)

e, V

Dwójnik szeregowy RLC

i, A

t, s

𝐼 ≈ 2.05 + 𝑖0.55 𝐴

𝑈𝑅 ≈ 102.45 + 𝑖27.45 𝑉

𝑈𝑐 ≈ 55 − 𝑖205 𝑉

𝑈𝐿 ≈ −76.67 + 𝑖308.82 𝑉

𝐸 = 75 + 𝑖75 3 𝑉



Dwójnik równoległy RLC

W układzie dwójnika szeregowego RLC zasilanego z generatora 

o napięciu 𝑒 𝑡 = 200 sin 1000𝑡 − 30 𝑉 wyznaczyć:

• wartość zespoloną, skuteczna i chwilową prądu głównego

• wartości skuteczne i zespolone prądów w gałęziach obwodu

• spadki napięć na poszczególnych elementach obwodu

• narysować na wspólnym wykresie 

przebiegi e(t) i i(t)

• narysować wykres fazowrowy

dla analizowanego obwodu

Dane:

R1=50Ω, R2=200Ω, L=100mH, C=5μF



Dwójnik równoległy RLC

𝐸 =
200

2
𝑒−𝑖30 = 50 6 − 𝑖50 2 𝑉

𝑋𝐿 = 𝜔𝐿 = 1000 ∙ 100 ∙ 10−3 = 100 Ω

𝑋𝐶 =
1

𝜔𝐶
=

1

1000 ∙ 5 ∙ 10−6
= 200 Ω

𝑍𝐿 = 𝑅1 + 𝑖𝑋𝐿 = 50 + 𝑖100 Ω

𝑍𝐶 = 𝑅2 − 𝑖𝑋𝐶 = 200 − 𝑖200 Ω

𝑍 =
𝑍𝐿 ∙ 𝑍𝐶

𝑍𝐿 + 𝑍𝐶
=

50 + 𝑖100 ∙ 200 − 𝑖200

50 + 𝑖100 + 200 − 𝑖200
≈ 89.65 + 𝐼75.86



Dwójnik równoległy RLC

𝐼 =
𝐸

𝑍
=

50 6 − 𝑖50 2

89.65 + 𝑖75.86
≈ 0,41 − 𝑖1.13 ≈ 1.2𝑒−𝑖70 𝐴

𝐼𝐿 =
𝐸

𝑍𝐿
=

50 6 − 𝑖50 2

50 + 𝑖100
≈ −0.08 − 𝑖1.26 𝐴

𝑈𝑅1 = 𝑅1 ∙ 𝐼𝐿 = 50 ∙ −0.08 − 𝑖1.26 = −4 − 𝑖63 𝑉

𝑈𝐿 = 𝑖𝑋𝐿 ∙ 𝐼𝐿 = 𝑖100 ∙ −0.08 − 𝑖1.26 = 126 − 𝑖8 𝑉

𝐼𝐶 =
𝐸

𝑍𝐶
=

50 6 − 𝑖50 2

200 − 𝑖200
≈ 0.48 + 𝑖0.13 𝐴

𝑈𝑅2 = 𝑅2 ∙ 𝐼𝐶 = 200 ∙ 0.48 + 𝑖0.13 = 96 + 𝑖26 𝑉

𝑈𝐶 = −𝑖𝑋𝐶 ∙ 𝐼𝐶 = −𝑖200 ∙ 0.48 + 𝑖0.13 = 26 − 𝑖96 𝑉

I = 𝐼𝐶 + 𝐼𝐿 = −0.08 − 𝑖1.26 + 0.48 + 𝑖0.13 = 0.4 − 𝑖1.13 𝐴



Dwójnik równoległy RLC
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Przebiegi wartości chwilowych napięcia i prądu

e(t) i(t)

e, V i, A

t, s

𝐼 ≈ 0,41 − 𝑖1.13 𝐴

𝐼𝐿 ≈ −0.08 − 𝑖1.26 𝐴

𝑈𝑅1 = −4 − 𝑖63 𝑉

𝑈𝐿 = 126 − 𝑖8 𝑉

𝐼𝐶 =≈ 0.48 + 𝑖0.13 𝐴

𝑈𝑅2 = 96 + 𝑖26 𝑉

𝑈𝐶 = 26 − 𝑖96 𝑉

𝐸 = 50 6 − 𝑖50 2 𝑉



Zadanie

Dla danego obwodu należy:

• Obliczyć rozpływ prądów

• Wyznaczyć spadki napięć

• Wyznaczyć wartości e(t) i i(t)

• Narysować na wspólnym wykresie e(t) i i(t)

• Narysować wykres wskazowy prądów i napięć.

Dane:

𝐸 = 200 + 𝑖200 3 V
𝑅1 = 𝑋𝐶2 = 𝑋𝐿3 = 100 Ω
𝑅2 = 50 Ω
𝑋𝐿1 = 150 Ω
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